Andrzej Woéjcik
Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach

MODELE WEKTOROWO-AUTOREGRESYJNE
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Wprowadzenie

Komisja Cowlesa' stworzyta podstawy budowy oraz weryfikacji modeli ekono-
metrycznych; z biegiem czasu gtéwnym obiektem jej zainteresowania staty si¢ struk-
turalne modele wielorownaniowe. Czlonkowie Komisji skupili si¢ na badaniu struktu-
ry powigzan pomiedzy zmiennymi oraz estymacji modeli wielorownaniowych.

Estymacja parametrow strukturalnych wielorownaniowych modeli ekono-
metrycznych przysparza pewne problemy. Szacowanie parametréw wielorowna-
niowych modeli strukturalnych poprzedza badanie identyfikowalnosci. Mozliwe
jest oszacowanie jedynie modeli jednoznacznie badz tez niejednoznacznie iden-
tyfikowalnych (badanie identyfikowalnos$ci parametréow strukturalnych modeli
wielorownaniowych mozna znalez¢ w wigkszosci podrecznikow do ekonome-
trii) — [Barczak, Biolik, 2002]. Problem pojawia si¢ wtedy, gdy modele sg nie-
identyfikowalne. Rozwiazanie tego problemu jest bardzo proste, ale rownocze-
$nie bardzo problematyczne. Nalezy do odpowiedniego rownania badz tez kilku
rownan doda¢ kilka zmiennych lub tez z niektéorych réwnan usunaé pewne
zmienne. Tu nasuwa si¢ pytanie dlaczego mamy dodawa¢ zmienne, ktdrych
weczesniej nie uwzglednialismy w naszym modelu lub tez dlaczego mamy usuwac
zmienne, ktore naszym zdaniem powinny si¢ znalez¢ w rownaniach modelu.

W latach 70. XX w. coraz powszechniejsza stala si¢ krytyka strukturalnego
podejscia do modelowania wielorownaniowego, ktorego podstawy zostaly stwo-

! Komisja Cowlesa zostata powotana przez Alfreda Cowlesa w 1932 r., jej celem byty badania
w ekonomii.
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rzone przez Komisje Cowlesa, rowniez z tego powodu, ze proste metody analizy
szeregow czasowych mogly w pewnych warunkach z powodzeniem konkurowaé
z duzymi i bardzo skomplikowanymi strukturalnymi modelami wielorownaniowymi.

Alternatywa dla duzych i czgsto bardzo skomplikowanych strukturalnych
modeli wielorownaniowych miaty sta¢ si¢ modele wektorowo-autoregresyjne.
Podstawy modelowania wektorowo-autoregresyjnego przedstawil w 1980 r.
w swoim artykule C.A. Sims [1980].

1. Podstawy modelowania wektorowo-autoregresyjnego

Glowne roznice miedzy metodologia stosowang przez C.A. Simsa a meto-
dologia wynikajaca z podejscia strukturalnego Komisji Cowlesa sg nastgpujace
[Charemza, Deadman, 1997]:

1. Nie istnieje podziat a priori na zmienne endogeniczne i egzogeniczne.

2. Nie zaklada si¢ warunkow zerowych.

3. Nie ma S$cistej (i poprzedzajacej modelowanie) teorii ekonomicznej, ktora
stanowitaby podstawe modelu.

Pierwsza zasada jest konsekwencja zatozenia, ze kazda zmienna konstytu-
uje osobne réwnanie modelu, a wiec jest tyle rownan ile jest zmiennych uzytych
w badaniu. Nie ma podzialu na zmienne egzogeniczne i endogeniczne. Zmien-
nymi objasniajacymi sg opoznienia wszystkich zmiennych objasnianych, a wiec
tak naprawde jest to model prosty, czyli nie ma potrzeby naktadania restrykcji
zerowych, aby uzyska¢ identyfikowalno$¢ modelu.

Skoro zmiennymi objasniajagcymi sg opoznienia wszystkich zmiennych bio-
racych udzial w badaniu, a zmiennymi objasnianymi sg wszystkie zmienne uzyte
do modelowania, to wszystkie zmienne zalezg od wszystkich, a wigc nie ma tu
miejsca na jakiekolwiek zatozenia stanowigce punkt wyjscia, poza bardzo ogol-
nymi zasadami ekonomicznymi.

Metodologia zaproponowana przez C.A. Simsa spotkala si¢ poczatkowo
z krytyka; wielu ekonometrykow uwazato ja za teoretyczna, skoro nie ma w niej
miejsca na uwzglednienie w modelu ekonometrycznym konkretnych hipotez
ekonomicznych, a do skonstruowania modelu ekonometrycznego nie jest po-
trzebna wiedza o powigzaniach pomi¢dzy zmiennymi. Wiedza ekonomiczna jest
jednak niezbedna do wyboru zmiennych, tak wigc przy wyborze zmiennych
nalezy opiera¢ si¢ na okreslonej teorii ekonomiczne;j.
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Klasyczna posta¢ modelu wektorowo-autoregresyjnego zaproponowana
przez C.A. Simsa przedstawia si¢ nastepujgco:

k
Z=2AZ +e -t=1.2,...n (1)

gdzie:

Z, — wektor obserwacji biezacych wartos$ci wszystkich n zmiennych modelu,

A; — macierz autoregresyjnych operatorow poszczegdlnych procesow, w ktorych
a priori nie zaktada si¢ zadnych elementow zerowych,

& — wektor procesow resztkowych, w odniesieniu do ktérego przyjmuje sig, ze
poszczegodlne sktadowe sg jednoczesnie skorelowane ze soba, ale nie zawie-
rajg autokorelacji,

k —rzad modelu VAR.

Kontynuatorzy prac C.A. Simsa zmodyfikowali posta¢ klasyczng modelu
VAR, dodajac do niego sktadnik zawierajacy $rednig procesu, deterministyczny
trend oraz deterministyczng sezonowosc.

Zmodyfikowany model wektorowo-autoregresyjny mozna zapisa¢ w postaci:

Z=AD + YAZ.+E, (2)
i=l

gdzie:
D, — wektor deterministycznych sktadnikow rownan,
Ay — macierz parametrow przy zmiennych wektora D.

Jak juz wczesniej podkreslono, model postaci (2) jest modelem prostym,
a wigc do oszacowania jego parametroOw mozna zastosowac klasyczng metode
najmniejszych kwadratow (KMNK), aby oszacowa¢ kazde rownanie osobno.
Sktadniki losowe poszczegélnych rownan nie powinny wykazywac autokorela-
cji, aczkolwiek z zalozenia wielowymiarowy skladnik losowy & ma niediago-
nalng macierz kowariancji i wydaje si¢ oczywiste, ze do estymacji parametrow
modelu nie powinno si¢ wykorzystywa¢ KMNK, lecz inne metody.

Estymatory uzyskane metoda KMNK sa zgodne i asymptotycznie efektyw-
ne. Na wspotczynniki modelu (2) nie nalozono zadnych warunkow, a macierze
A; oraz Ay nie zawieraja elementéw zerowych, dlatego estymatory wielowymia-
rowej metody najmniejszych kwadratow nie daja estymatorow efektywniejszych
niz klasyczna metoda najmniejszych kwadratow, a wigc KMNK jest odpowied-
nia do oszacowania parametrow modeli wektorowo-autoregresyjnych.

Pierwszym, a zarazem najwazniejszym etapem budowy modeli wektorowo-
-autoregresyjnych jest wybdr zmiennych do modelu. Ekonometryk, dokonujac
wyboru zmiennych, powinien posiada¢ gruntowng wiedzg o modelowanym zja-
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wisku, poniewaz kazda dodatkowa zmienna konstytuuje dodatkowe rownanie,
a jej opoznienia powodujg powigkszenie si¢ zbioru zmiennych objasniajacych.
Wybor rzedu opdznien powinien odzwierciedla¢ naturalne interakcje pomigdzy
zmiennymi. Przy ograniczonej liczbie obserwacji, dotaczenie kazdej kolejnej
zmiennej powoduje wiec zmniejszenie stopni swobody.

Drugim etapem modelowania wektorowo-autoregresyjnego jest zbadanie
stacjonarnosci zmiennych. Jezeli szereg czasowy nie jest stacjonarny, to wick-
szo$¢ sprawdziandw testow nie ma pozadanych rozkladoéw [Liitkepohl, 1991].
Testy przyczynowosci beda nadal obowigzywac, jezeli opiszemy niestacjonar-
no$¢ zmiennych modelem zawierajacym trend deterministyczny lub modelem
dla pierwszych réznic badz logarytméw zmiennych [Geweke, 1984].

Kolejnym krokiem jest wybor rzedu op6znien zmiennych. Jak juz wcze-
$niej zasygnalizowano, ustalajac maksymalny rzad op6znienia, nalezy uwzgled-
ni¢ mozliwo$¢ wystepowania autokorelacji sktadnikéw losowych, a wiec dla
danych kwartalnych maksymalny badany rzad opdZnienia zmiennych powinien
wynie$¢ co najmniej 4, dla danych miesiecznych 12. Wystepowanie autokorela-
cji sktadnikow losowych moze prowadzi¢ do niezgodnych oszacowan parame-
tréw, zatem ustalajac rzad opdznien zmiennych, nalezy kierowac si¢ (oprocz
innych kryteriow oméwionych w dalszej czesci pracy) brakiem autokorelacji
reszt w oszacowanych modelach [Charemza, Deadman, 1997].

Jezeli ustalono juz rzad opdznienia zmiennych, to nalezy przystgpi¢ do
oszacowania parametrow modelu VAR. Bardzo istotnym etapem jest weryfika-
cja modelu, a wiec nalezy przede wszystkim sprawdzi¢, czy nie zachodzi auto-
korelacja sktadnikéw losowych oraz czy reszty maja rozktad normalny.

Jezeli model przeszedt pozytywnie etap weryfikacji, to moze poshuzy¢ do
wyznaczenia prognoz.

1.1. Badanie stacjonarnosci zmiennych

Bardzo duza cze$¢ szeregow czasowych jest niestacjonarna, co stanowi
powazny problem w analizie ekonometrycznej. P.C.B. Phillips [1986] wykazat,
ze wlasnosci statystyczne analizy regresji dla niestacjonarnych szeregdw czaso-
wych sg w wigkszosci przypadkow watpliwe, a czg$¢ sprawdziandw testOw nie
ma zaktadanego rozktadu statystycznego.

Proces stochastyczny (uporzadkowany w czasie zbior zmiennych losowych)
jest stacjonarny (silnie stacjonarny), jezeli aczne i warunkowe rozktady prawdopo-
dobienstwa procesu nie zmieniajg si¢ przy przesuni¢ciach w czasie [Charemza,
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Deadman, 1997]. Na ogoét sg to zbyt restrykcyjne warunki i w badaniach ekono-
micznych wystarczy, aby szeregi czasowe byly stabo stacjonarne, a wigc aby byty
spelione zatozenia [Kusidet, 2000]:

— statej w czasie $redniej procesu: E(x,) = E(xx) = u; 3)
— stalej w czasie wariancji: E[(x, — n)’] = E[(Xwx — p)°] = 6% 4)
— niezaleznej od czasu, a jedynie od okresu (interwatu) — s, kowariancji:

E[(xc — WXek — )] = E[(Xes — W(Xees — W] = Vs (5)

Zwykle dla uproszczenia zamiast pojgcia szeregu generowanego przez pro-
ces (nie)stacjonarny uzywa si¢ terminéw: zmienna (nie)stacjonarna lub szereg
(nie)stacjonarny.

Niestacjonarnos¢ moze by¢ skutkiem tego, iz zmienna sktada si¢ z determini-
stycznego trendu i stacjonarnej zmiennej losowej wyrazajacej odchylenia od niego:

ye=0o+ oyt + &, (6)

lub generuje ja proces nazywany S$ciezka losowa albo btadzeniem losowym
[Welfe, 2003]:

Yi= Y1+ & (7)

Przyczyna niestacjonarnos$ci zmiennych wymusza sposob ich filtrowania.
Jezeli proces jest stacjonarny wokot trendu, to nalezy dolaczy¢ do zestawu
zmiennych objasniajacych zmienng czasowg lub wyeliminowaé trend ze zmien-
nych. Zmienna czasowa moze mie¢ r6zng posta¢, w zaleznosci od tego jaki trend
wystepuje w badanym procesie, np.: liniowy, kwadratowy, logarytmiczny.

W przypadku niestacjonarnosci spowodowanej btadzeniem losowym, nale-
zy dokonac opoznienia zmiennych, aby ich przyrosty byly stacjonarne. Niektore
szeregi wymagaja kilkukrotnego réznicowania, aby byly stacjonarne. Niestety
pomimo wielokrotnego réznicowania, niektore szeregi nigdy nie bedg stacjonar-
ne (tzw. procesy niezintegrowane). W przypadku uzycia operatora roznicowania,
proces wyjsciowy staje si¢ w stosunku do spelniajacego warunki stacjonarnosci
procesem zintegrowanym o stopniu integracji rownym liczbie koniecznych powto-
rzen operacji réznicowania, aby osiagna¢ stacjonarnos¢ szeregu [Majsterek, 2008].

Proces generujacy szereg statystyczny y nazywa si¢ zintegrowanym w stop-
niu d, jesli daje si¢ przedstawi¢ jako stacjonarny, odwracalny proces ARMA po
d-krotnym roznicowaniu [Engle, Granger, 1987]. Szereg zintegrowany y, stopnia
d zazwyczaj oznacza si¢ symbolem: y,~I(d).

Najpopularniejszymi testami stuzacymi do badania zintegrowania szeregow
sg: test Dickeya-Fullera, rozszerzony test Dickeya-Fullera, test Philipsa-Perrona
oraz test KPSS [Kwiatkowski, Philips, Schmidt, Shin, 1992]. Ponizej zaprezen-
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towano rozszerzony test Dickeya-Fullera. Szerzej o testach Philipsa-Perrona
oraz KPSS mozna znalez¢ w pracy M. Doman i R. Doman [2004].

Rozszerzony test Dickeya-Fullera

Rozszerzony test Dickeya-Fullera, nazywany w skrocie testem ADF, rozni
si¢ od testu DF rownaniem podlegajacym testowaniu. W przypadku testu ADF
wyglada ono nastepujaco:

Ay, = 6y;4 + Z{‘(=1 8iAy;_i + &. (8)

Warto$¢ k oznacza liczbg opoznien; ustalajac jg nalezy uwzglednié, aby by-
ta jak najnizsza, ale na tyle duza, aby wykluczy¢ autokorelacje sktadnika loso-
wego. Przy jej ustalaniu mozna skorzysta¢ z kryterium informacyjnego Akaike’a
lub z kryterium Schwarza.

Procedura testu ADF jest analogiczna do procedury testu DF. Hipoteza ze-
rowa (Hy: § = 0) zaklada, ze proces jest zintegrowany stopnia pierwszego, na-
tomiast hipoteza alternatywna (H: § < 0) zaktada stacjonarno$¢ badanego pro-
cesu. Wartosci krytyczne stosowane w tym tescie sg identyczne z warto$ciami
krytycznymi stosowanymi w tescie Dickeya-Fullera.

Dodatkowo, rozszerzony test Dickeya-Fullera moze postuzy¢ do testowania
hipotezy o wystepowaniu pierwiastka jednostkowego przeciwko hipotezie alter-
natywnej mowiacej o wystepowaniu trendu deterministycznego. Testowane
roOwnanie w tym przypadku wyglada nastepujaco:

Ay, = ag+8ay +8y,1 + Z?:l 8iAyi—i + &. )

1.2. Wybor rzedu opdznien w modelu wektorowo-autoregresyjnym

W modelu wektorowo-autoregresyjnym jako zmienne objasniajace wyste-
puja opdznienia wszystkich zmiennych. Wybor rzedu op6znien zmiennych jest
bardzo istotng kwestig przy modelowaniu wektorowo-autoregresyjnym. Istnieje
kilka kryteriow wskazujacych ekonometrykowi najlepszy rzad opoznien; do
najpopularniejszych z nich nalezg [Jadamus-Hacura, Melich-Iwanek, 20091]:

— kryterium informacyjne Akaike’a AIC (Akaike Information Criterion):

2n2k
T

AIC(K) = ln‘i k‘ + (10)
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— kryterium informacyjne Schwarza BIC (Bayesian Schwarz Criterion):

2
BIC(k) = ln‘Zk‘+ nkInT (11)
— kryterium informacyjne Hannana i Quinna (HQ):
2
HO(k) = 1n‘zk‘+w’
T (12)

gdzie:
k — rzad opoznien zmiennych w modelu VAR ‘i k‘ jest wyznacznikiem estyma-

tora macierzy X dla stacjonarnego modelu VAR(k).

Wszystkie te kryteria sugerujg rzad opdznien zmiennych, dla ktérego war-
tos$¢ kryterium jest najmniejsza, a wigc utrata informacji jest najmniejsza.

W celu wyznaczenia optymalnego rzgdu op6znien zmiennych w modelu wek-
torowo-autoregresyjnym mozna postuzy¢ si¢ rowniez ilorazem wiarygodnosci LR.
Badanie rozpoczyna si¢ od najdluzszego mozliwie rzedu opdznien (ze wzgledu na
liczbe stopni swobody) lub najbardziej prawdopodobnego np. dla danych kwartal-
nych — wielokrotno$¢ 4, a dla danych miesiecznych — wielokrotnos¢ 12. Wybrany
rzad opo6znien k ograniczamy o r i szacujemy parametry rownan modelu VAR dla
k-r opdznien. W kolejnym kroku weryfikujemy hipotez¢ zerowa mowiaca, ze dlu-
gos¢ opodznien w modelu wynosi k-1 przeciw hipotezie mowigcej, ze wynosi ona k.

Do weryfikacji hipotezy zerowej stuzy statystyka LR dana wzorem:

LR=T In|Ze|-In| =], (13)
gdzie:
T — liczna dostgpnych obserwacji,
| S| - wyznacznik macierzy wariancji i kowariancji reszt modelu o liczbie
op6znien k-,
|5 | - wyznacznik macierzy wariancji i kowariancji reszt modelu o liczbie

opoznien k.

Statystyka LR ma asymptotyczny rozktad y* z liczba stopni swobody réwna
liczbie ograniczen w catym modelu. Jezeli nie ma podstaw do odrzucenia hipo-
tezy zerowej, a wigc warto$¢ statystyki LR jest mniejsza od odpowiedniej warto-
$ci odczytanej z tablic rozktadu y’, to nalezy kontynuowa¢ postepowanie
zmniejszajac liczbe opo6znien. Procedura konczy sie, gdy odrzucimy hipoteze
zerowa na rzecz hipotezy alternatywnej.

Wszystkie te kryteria sugeruja badaczowi optymalny rzad op6znien, jednak
decyzje o wielkosci rzedu opoznien musi podja¢ sam badacz, zwracajac szcze-
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gb6lng uwage na mozliwo$¢ wystgpienia autokorelacji sktadnikow losowych.
Wystgpienie autokorelacji sktadnikoéw losowych moze prowadzi¢ do niezgod-
nych oszacowan modelu, jesli metoda stosowana do estymacji parametréw mo-
delu bedzie klasyczna metoda najmniejszych kwadratéw lub wielowymiarowa
metoda najmniejszych kwadratow.

1.3. Estymacja oraz weryfikacja modelu VAR

W modelu wektorowo-autoregresyjnym VAR zmiennymi obja$niajacymi sa
opdznienia wszystkich zmiennych wystgpujacych w modelu, a wigc jest to wie-
lorownaniowy model prosty, w ktérym nie wystepuja zadne powigzania pomie-
dzy zmiennymi endogenicznymi. Dodatkowo z definicji zmienne te sa nieskore-
lowane ze sktadnikiem losowym (przy zaktadanym braku autokorelacji). Do
oszacowania parametréw takiego modelu mozna postuzy¢ si¢ metoda najmniej-
szych kwadratow. Mozna rowniez zastosowaé¢ wielowymiarowg metode naj-
mniejszych kwadratow, aby uwzgledni¢ niezerowe kowariancje skladnikow
losowych. Estymatory uzyskane wielowymiarowg metoda najmniejszych kwa-
dratéw nie sg efektywniejsze od estymatoréw danych KMNK [Harvey, 1989],
dlatego nie ma sensu stosowa¢ metody bardziej skomplikowanej i $miato mozna
zastosowa¢ KMNK, szacujac parametry kazdego rownania po kolei.

Do podstawowych wymagan stawianych sktadnikom losowym modeli wek-
torowo-autoregresyjnego naleza: brak autokorelacji oraz rozktad normalny.

Badanie autokorelacji skladnika losowego modelu

Weryfikujac modele VAR, nalezy upewnic si¢, ze nie wystepuje autokore-
lacja reszt nie tylko pierwszego stopnia, ale rowniez wyzszych stopni az do
stopnia réwnego liczbie opdznien, zwracajac szczegdlng uwage na 4 stopien
w przypadku danych kwartalnych i 12 dla danych miesigcznych.

Do weryfikacji autokorelacji sktadnikow losowych poszczegélnych roéwnan
mozna postuzy¢ si¢ testem Ljunga-Boxa [Ljung, Box, 1978]. Hipoteza zerowa
mowi o braku autokorelacji, natomiast alternatywna mowi o tym, ze autokorela-
cja sktadnika losowego jest istotna statystycznie.

Do weryfikacji hipotezy zerowej stuzy statystyka Q, dana wzorem:

2
Q=TT +2)IP, 2, (14)
gdzie:
m — badany rzad autokorelacji,
p; — wspotczynnik autokorelacji i-tego rzedu.
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Statystyka Q ma rozktad y? z m stopniami swobody. Jezeli warto$¢ staty-
styki (14) jest wicksza od wartosci krytycznej odczytanej z tablic, to hipoteze
zerowg mowigcg o braku autokorelacji rzedu m nalezy odrzuci¢. W przeciwnym
wypadku nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej — autokorelacja rzedu
m nie jest istotna statystycznie.

Badanie normalnosci rozkladu skladnika losowego

Do badania normalnosci rozktadow sktadnikow losowych mozna postuzy¢
si¢ testem Jarque’a-Bery [Jarque, Bera, 1987]. Badamy wtedy normalno$¢ roz-
ktadu sktadnikéw losowych poszczegdlnych réwnan modelu po kolei.

Hipoteza zerowa w tescie tym zaklada normalnos$¢ rozktadu sktadnika lo-
sowego, natomiast hipoteza alternatywna mowi o tym, ze sktadnik losowy mo-
delu nie ma rozktadu normalnego. Do weryfikacji hipotezy zerowej stuzy staty-
styka JB, dana wzorem [Osinska, red., 2007]:

JB =n[S+ 92, (15)
gdzie:
S jest miara skosnosci,
K jest miarg kurtozy,
3
s=5,
M,
4
K=£
H,

Uz, U3, g —0znaczaja odpowiednio drugi, trzeci i czwarty moment centralny.

Statystyka JB ma rozklad chi-kwadrat z dwoma stopniami swobody. Warto$¢
statystyki JB wigksza od warto$ci odczytanej z tablic statystycznych oznacza, ze
nalezy odrzuci¢ hipoteze zerowa o normalnosci rozktadu sktadnika losowego.

Do badania normalno$ci sktadnika losowego mozna réwniez postuzy¢ si¢
na przyktad testem Doornika-Hansena [Doornik, Hansen, 2008].

2. Przyktady zastosowan modeli wektorowo-autoregresyjnych
w badaniach ekonomicznych

Zastosowanie modeli wektorowo-autoregresyjnych VAR jest bardzo szero-
kie. Przyktady zastosowania modeli VAR mozna znalez¢ zaréwno w literaturze
polskiej, jak i w $wiatowej. W tym miejscu autor chciatby zwrdci¢ uwage na
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wybrane zastosowania modeli VAR. Wybor jest subiektywny i ma na celu poka-
zanie réznorodnosci tematow, do analizy ktorych zostaly wykorzystane modele
wektorowo-autoregresyjne. Przedstawionych zostato jedynie kilka pozycji litera-
turowych, sposrod bardzo wielu réwniez zastugujacych na uznanie.

Holenderski ekonometryk J.A. Bikker wykorzystuje modele VAR do pro-
gnozowania oraz modelowania gospodarek narodowych [Bikker, 1999], badat
rowniez zalezno$ci pomig¢dzy gospodarkami réznych krajow [Bikker, 1993].

F. Canova badat zalezno$¢ pomiedzy produkcja Niemiec, USA i Japoni
[Canova, 1995]. Wraz z J. Ping zajmowat si¢ rowniez polityka walutowg [Canova,
Pina, 2005].

J. de Haan i J.E. Sturm analizowali powigzania pomi¢dzy realnym deficy-
tem i realnym wzrostem dochodu narodowego [Sturm, Haan, 1995], a F.C. Ba-
gliano i C.A. Favero analizowali mechanizm transmisji polityki monetarnej
w USA [Bagliano, Favero, 1998].

D. Orden oraz P.L. Fackler stosowali modele wektorowo-autoregresyjne do
modelowania cen w rolnictwie [www1].

Od opublikowania pracy Johannesa [Johansen, 1998] modele VAR sa uzy-
wane w badaniach kointegracji nad istnieniem dlugookresowej rownowagi po-
migdzy ré6znymi wielko$ciami ekonomicznymi.

W literaturze polskojezycznej rowniez mozna znalez¢ wiele zastosowan
modeli VAR, np.:

— analiza cen wyrobow stalowych [Miczka, Szulc, 2011],

— analiza wspoélzaleznosci kursow akcji spotek branzy cukrowniczej [ Dudek, 2008],

— badanie ryzyka rynkowego na podstawie instrumentéw polskiego rynku
transakcji terminowych futures [Kusidet, 2002].

3. Zastosowanie modelu VAR do prognozowania
przecietnych miesiecznych wynagrodzen

W niniejszym artykule autor zastosuje modele wektorowo-autoregresyjne
VAR do modelowania i prognozowania warunkéw zycia ludnosci. Do modelo-
wania autor uzyt dwoch zmiennych: przecigtnego miesigcznego wynagrodzenia
brutto w gospodarce narodowej oraz przecigtnego miesigcznego wynagrodzenia
brutto w sferze budzetowe;.

Rozwazane zmienne sg mierzone w PLN, a ich obserwacje pochodza z okresu
od I kwartatu 2000 r. do III kwartatu 2009 r. Zmienne sg przedstawione na rys. 1-2.
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Rys. 1. Przecigtne miesigczne wynagrodzenie brutto w gospodarce narodowej
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Rys. 2. Przecigtne miesigczne wynagrodzenie brutto w sferze budzetowe;j

W pierwszym kroku zbadano stacjonarnos¢ zmiennych — wyniki przedstawiono
w tab. 1.

Tabela 1
Badanie stacjonarno$ci zmiennych rozszerzonym testem Dickeya-Fullera
Dla warto$ci zmiennych Dla pierwszych réznic
Statystyka testu o Statystyka ”
ADF Wartos$¢ p testu ADF Wartos$¢ p
WYN.GOSP. -0,367665 0,9123 -15,5117 1,149¢-036
WYN.BUDZ. -1,98545 0,2935 -8,04481 3,693e-013
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Warto$¢ p mniejsza od przyje¢tego poziomu istotnosci oo = 0,05 oznacza, ze
mamy podstawy do odrzucenia hipotezy zerowej, moéwigcej o wystepowaniu
pierwiastka jednostkowego.

Z danych z tab. 1 wynika, ze obie zmienne sg przyrostostacjonarne, tzn. ich
pierwsze roznice sg stacjonarne. Do oszacowania modeli ekonometrycznych
wykorzystano wiec pierwsze rdéznice zmiennych.

W kolejnym kroku badano rzad opdznien zmiennych (tab. 2).

Tabela 2
Wybdr rzgdu opdznien zmiennych w modelu VAR
Opoznienia loglik p(LR) BIC AIC HQC
1 -391,19815 24,072615 24,344708 24,164166
2 -359,62353 0,00000 22,401426 22,854913 22,554011
3 -337,45527 0,00000 21,300319 21,935201 21,513938
4 -329,53286 0,00323 21,062598 21,878875 21,337250
5 -326,12554 0,14601 21,098518 22,096190 21,434204

Wszystkie kryteria wskazaty na IV rzad opdéznien modelu wektorowo-
-autoregresyjnego, dlatego oszacowano parametry modelu VAR(4). Model
VAR(4) nie przeszedt pozytywnie procesu weryfikacji (sktadnik losowy modelu
nie mial rozktadu normalnego), dlatego oszacowano model VAR(2).

Tabela 3
Parametry modelu VAR(2)
Réwnanie 1: WYN.GOSP.
Wspotczynnik Blgd stand. t-Studenta wartos¢ p
stata 35,6024 7,72832 4,6067 0,00007
WYN.GOSP._1 0,293832 0,0910514 3,2271 0,00295
WYN.GOSP._2 0,259665 0,198154 1,3104 0,19968
WYN.BUDZ. 1 -0,251272 0,0428133 -5,8690 <0,00001
WYN.BUDZ. 2 -0,257332 0,042967 -5,9891 <0,00001
Roéwnanie 2: WYN.BUDZ.
Wspoiczynnik Blqd stand. t-Studenta wartosé p
stata -51,919 32,091 -1,6179 0,11582
WYN.GOSP._1 4,4207 0,378081 11,6925 <0,00001
WYN.GOSP._2 -0,237889 0,822814 -0,2891 0,77442
WYN.BUDZ._1 -1,08064 0,177777 -6,0786 <0,00001
WYN.BUDZ. 2 -0,24167 0,178416 -1,3545 0,18536
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W tab. 3 wyrdzniono te zmienne objasniajace, ktore majg istotny wptyw na
zmienne objasniane. W rownaniu 1 tylko przecigtne miesi¢eczne wynagrodzenie
brutto w gospodarce narodowej op6znione o 2 kwartaly nie ma istotnego wply-
wu na zmienng objasniang, natomiast w rownaniu 2, obie zmienne opdznione
o 2 kwartaty nie maja istotnego wptywu na zmienng objasniana.

Kolejny etap budowy modelu to jego weryfikacja. Zbadano identyfikowal-
no$¢ modelu, autokorelacje i normalnos¢ rozktadu sktadnika losowego.

Tabela 4
Statystyka F Fischera-Snedecora dla poszczegdlnych rownan modelu VAR
F(4,31) Warto$¢ p dla testu F
Roéwnanie 1 65,69397 1,08¢-14
Roéwnanie 2 66,84260 8,52e-15
Tabela 5
Badanie autokorelacji reszt poszczegélnych rownan modelu VAR~ test Ljunga-Boxa
Rzad autoko- I 1l 1 v
relacji
) Warto$é s Warto$é s Warto$¢ ) Warto$é
Q p Q p Q p Q p
Roéwnanie 1 1,118 0,29 1,15 0,563 2,379 0,498 5,533 0,237
Roéwnanie 2 1,099 0,295 1,308 0,52 1,411 0,703 1,989 0,738
Tabela 6
Badanie normalnosci sktadnika losowego poszczegolnych roéwnan
modelu VAR — test Jarque’a-Bery
JB Wartos¢ p
Roéwnanie | 2,643 0,267
Roéwnanie 2 0,614 0,736

Skorygowany wspolczynnik determinacji R* dla poszczegolnych rownan
jest bardzo wysoki i wynidst odpowiednio:
— dla pierwszego rownania: 0,995,

— dla drugiego réwnania: 0,978.

Model przeszedt pomysinie weryfikacje 1 moze postuzy¢ do prognozowania
przecietnych miesiecznych wynagrodzen brutto w gospodarce narodowej i w sferze
budzetowe;.

W tab. 7 podano prognozy punktowe, bledy prognoz ex ante, 95% przedziaty
ufnosci dla prognoz oraz rzeczywiste wartosci przeci¢gtnego miesi¢cznego wy-
nagrodzenia brutto w gospodarce narodowej, zas w tab. 8 dla przeci¢tnych mie-
sigcznych wynagrodzen brutto w sferze budzetowej. Wszystkie statystyki doty-
czg pierwszych réznic obu zmiennych.
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Tabela 7

Prognozy na trzy kolejne okresy zmiennej: przeci¢tne miesigczne

wynagrodzenie brutto w gospodarce narodowej

1V 2009 12010 112010
Prognoza punktowa 172,97 29,33 -84,52
Btad ex ante 27,826 39,825 46,335
Prognoza przedziatlowa 116,22-229,72 -51,89-110,56 -179,02-9,98
Rzeczywista wartos¢ 129,74 72,78 -118,53
prognozowanej zmiennej

Wartosci rzeczywiste zmiennej ——
| Wartosci teoretyczne oraz prognozy—
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Rys. 3. Prognozy na trzy kolejne okresy zmiennej: przecigtne miesigczne wynagrodzenie brutto w
gospodarce narodowe;j

Tabela 8
Prognozy na trzy kolejne okresy zmiennej: przecigtne
miesigczne wynagrodzenie brutto w sferze budzetowe;j
1V 2009 12010 112010
Prognoza punktowa 265,13 419,57 -480,87
Blad ex ante 115,543 194,252 223,141
Prognoza przedzialowa 29,48 - 500,79 23,39 - 815,74 -935,97 - -25,77
Rzeczywista wartosc 193,26 747,86 -868,98
prognozowanej zmiennej
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Rys. 4. Prognozy na trzy kolejne okresy zmiennej: przecigtne miesigczne wynagrodzenie brutto
w sferze budzetowej

Z prezentowanej analizy wynika, ze 95-procentowy przedzial ufnosci prognoz
pokryt rzeczywistg warto§¢ zmiennej prognozowanej w okresie, na ktory byla liczo-
na prognoza. Nalezy pamigtac, ze przedzial prognozy jest uzalezniony od $redniego
btedu prognozy, a wige im wigkszy popeliamy blad, tym szerszy przedzial ufnosci
i odwrotnie, czyli im ten btad mniejszy, tym przedziat ufnosci jest wezszy.

Podsumowanie

Modele wektorowo-autoregresyjne VAR sa stosunkowo prosta konstrukcja,
ktéra moze postuzy¢ do prognozowania zmiennych ekonomicznych. W modelo-
waniu wektorowo-autoregresyjnym w przeciwienstwie do modeli strukturalnych
nie zaktada si¢ podziatu na zmienne endo- i egzogeniczne oraz nie trzeba martwic
si¢ o identyfikowalno$¢ poszczegdlnych rownan modelu, poniewaz do estymacji
parametrow modeli VAR stuzy klasyczna metoda najmniejszych kwadratow.

Modelowanie wektorowo-autoregresyjne nie jest jednak pozbawione wad;
budujac modele VAR nalezy dysponowaé¢ duza liczbg obserwacji zmiennych,
aby prawidlowo oszacowa¢ ich parametry. Przykladowo szacujac parametry
modelu VAR dla 5 zmiennych (dane kwartalne), trzeba dysponowac co najmniej
36 obserwacjami zmiennych, a wigc obserwacjami z 9 lat. Jezeli zmienne nie sg
stacjonarne, to niezbedne sg kolejne obserwacje, poniewaz nalezy policzy¢
pierwsze roznice (dla zmiennych przyrostostacjonarnych).

Reasumujac, modele wektorowo-autoregresyjne sa dobra alternatywa dla mo-
deli strukturalnych, jednak zaréwno jedne, jak i drugie maja swoje wady i zalety.
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VECTOR AUTOREGRESSION MODELS (VAR)
— RESPONSE TO CRITICISM STRUCTURAL ECONOMETRIC MODELS

Summary

In seventies, structural models were subjected to the criticism more and more.
In the article the author presented reasons of the criticism of structural models and theo-
retical bases of vector autoregression models which was introduced in article C. A. Sims
in 1980. An example of using VAR models was also expressed for the modelling of
macroeconomic variables. In the summary the author described defects and virtues of
VAR models in the context of the structural attempt at the econometric modelling.



