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Pierwsza przedstawiong w literaturze technika planowania przedsiewziec jest
metoda deterministyczna CPM (Critical Path Method). Dzisiaj réwnolegle funkcjo-
nujg probabilistyczne i rozmyte techniki harmonogramowania. W latach 1956-1957
zaproponowano metode PERT (Program Evaluation and Review Technique), w kto-
rej przyjmuje si¢, ze czas realizacji zadan jest rozktadem beta. W literaturze sg roz-
wazane rowniez metody analizy czasowej przedsiewzie¢ dla przypadkow, gdy czasy
zadan majg inne rozktady prawdopodobienstwa, np.: rozktad wyktadniczy, rozktad
Weibulla, rozktad Golenko-Ginzburga, rozktad beta z grubymi ogonami. Réwnole-
gle sg rozwijane metody analizy czasowe] przedsiewzie¢ dla czasow zadan zada-
nych w postaci liczb rozmytych. Przeglad metod oraz technik harmonogramowania
przedsiewzie¢ mozna znalez¢ w pracy Kuchty [2011].

W roku 1997 Goldratt zaproponowal metodg tancucha krytycznego, w kto-
rej zastosowatl teorie ograniczen w konstrukcji bezpiecznego harmonogramu
przedsiewzig¢ [Goldratt 1997]. Proponuje on uwzglednienie przy konstrukcji
harmonogramu syndromu studenta oraz prawa Parkinsona, zgodnie z ktorymi:
czas zadan jest przeszacowywany, a zadania sg realizowane w ostatniej chwili.
Goldratt przyjmuje planowany czas realizacji zadania na poziomie 50% kwanty-
la 90% (80%) przewidywanego czasu zadania. Ponadto proponuje on przyjgcie
bufora czasu zabezpieczajacego przed ryzykiem niedotrzymania terminu projek-
tu na poziomie 50% planowanego czasu zadan. Takie zatozenia prowadza czgsto
do bardzo duzych buforéw projektu, a tym samym dtugiego planowanego termi-
nu zakonczenia catego projektu.



Rozmyte liczby przedzialowe w harmonogramowaniu... 47

W literaturze zaproponowano wiele modyfikacji pierwotnej koncepcji tancucha
krytycznego. Ashtiani i in. [2007] oraz Fallah i in. [2010] rozwazaja harmonogramy
przedsiewzie¢ dla logarytmicznie normalnego rozktadu czasu realizacji zadan. Mil-
lian [2005] analizuje wtasnosci buforéw czasu tancuchéw projektu dla wybranych
rozktadéw prawdopodobienstwa czasow zadan. Konstrukcji harmonograméw w sy-
tuacji, gdy czasy zadan sg zadane jako liczby rozmyte, jest poswigconych wiele prac
[m.in. Ma Guo-Feng, Yiang Yong-Bin 2012; Kulejewski i in. 2011; Zhao i in.
2008]. Potonski i Pruszynski [2008a, 2008b] wprowadzaja dodatkowe bufory w tan-
cuchu krytycznym zabezpieczajace przed mozliwoscig powstania w trakcie realiza-
cji projektu dodatkowych tancuchéw krytycznych.

W niniejszym artykule do opisu charakterystyki czasowej przedsigwzigcia
wykorzystamy dwa rodzaje opisu niepewnosci: probabilistyczng i rozmyta.

W probabilistycznej analizie przedsiewzie¢ PERT przyjmuje si¢, ze czas
wykonania zadan ma rozktad beta na odcinku [a, b] o funkcji gestosci:

1 (t—a)* t-)ft
f(t)_B(a.B) (b—a)*+h-1 1)

Wartos¢ oczekiwana, wariancja i warto$¢ najbardziej prawdopodobna w rozkta-
dzie beta wyrazaja si¢ wzorami (dlaa > 1, § > 1):

_ ab+fa
E(T) =— 5 (2)
2 . af(b—a)?
b(1) = (a+B)2(a+B+1) )
M(T) _ (a-1)b+(B-1)a (4)

a+p-2

Parametry rozktadu czasu wykonania poszczegélnych zadan przedsigwzie-
cia wyznacza si¢ na podstawie wiedzy ekspertow. Ekspert podaje trzy charakte-
rystyki czasowe: oceng optymistyczng a, pesymistyczng b i najbardziej prawdo-
podobng (dominantg) m. W klasycznym podejsciu PERT przyjmuje sig, ze
warto$¢ oczekiwana i wariancja czasu zadania sg nastepujace:

a+4m+b

E(T) =—, (5)

p(1) = (22)’ ©)

6
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Krytyczne uwagi do stosowania wzorow (5)-(6) w praktyce dotycza m.in.
faktu, ze wszystkie zadania, dla ktorych roznica pomigdzy pesymistycznym
1 optymistycznym czasem jest jednakowa, maja taka samg wariancje. Kolejnym
zatozeniem przyjetym w metodzie PERT jest zatozenie, ze eksperci znaja nature
rozktadu beta i podane przez nich oceny czasu sg zgodne z wlasnosciami tego
rozktadu. Tak nie jest zawsze. Czesto oszacowane przez ekspertow charaktery-
styki czasu zadan nie spetniajg uktadu rownan (2)-(4).

Wzory (5) i (6) okreslaja odpowiednio warto$¢ oczekiwang i wariancje roz-
kiadu beta, wowczas gdy @ = 3 +v2, B =3 F V2 lub gdy a = § = 4. Jezeli
a = B =4, to rozklad beta jest rozktadem symetrycznym [Grubbs 1962]. Gdy
a =3 —+2, B =3 ++/2, to rozktad beta jest rozkladem prawoskosnym, a gdy
a=3++2, B=3- V2 - rozktadem lewoskosnym. Jezeli a« =3+ V2,
B = 3 F/2, to zgodnie ze wzorem (4) warto$¢ najbardziej prawdopodobna jest
rowna M(T) = —(ziﬁ)a:(ﬁﬁ)b

podana przez ekspertéw najbardziej prawdopodobna wartos¢ czasu zadania m
nie odpowiada teoretycznej warto$ci dominanty M (T') rozktadu beta.

Przedstawimy teraz elementy teorii zbiorow rozmytych. Koncepcje zbioru
rozmytego zaproponowat w 1965 r. Zadeh [1965]:

. Jak wspomniano wcze$niej, czgsto jednak

Przedziatowg liczba rozmyta X nazywamy rodzine rzeczywistych przedzia-
t6w domknietych [ X], , gdzie A € [0,1] taka, ze: A, <A, = [X’]k1 c [)?];L2
oraz 1 € [0,1] = [X lsupr = MuerlX 1. Przedziat [X 1, dla ustalonego A € [0,1]
nazywa si¢ A-poziomem liczby rozmytej X. Bedziemy go oznaczaé jako
8], = [x),Z0)].

Dubois i Prade [1978] wprowadzili nastgpujaca uzyteczng definicje klasy
przedziatowych liczb rozmytych typu L-R. Przedziatows liczbe rozmyta X nazywa
si¢ liczba rozmyta typu L-R, jesli jej funkcja przynaleznosci przyjmuje postac:

(L (E) dla x<m
m-—a
px (x) = 1 da m<x<m (7
\R(EZ) da  x>m
gdzie: L(x), R(x) — ciagle nierosnace funkcje x.

Funkcje L(x), R(x) sg zwane funkcjami ksztattu liczby rozmytej. Najczg-
ciej stosowanymi postaciami funkcji ksztaltu sg: max{0,1 — xP} oraz
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exp(—xP), x € [0,+x), p = 1. Przedziatowg liczbe rozmytg, dla ktoérej L(x),
R(x) = max{0,1 — xP} oraz m = m = m, nazywa si¢ trojkatna liczba rozmyta.

Mediang ME (X) liczby rozmytej X typu L-R nazywamy liczbe rzeczywista
Me, dla ktorej jest spetniona réwno$¢ [Bodjanova 2005]:

f_I\ZOe ux (x)dx = fl;r:oux(x)dx = 0,5 card(X) (8)
gdzie card(X)= f_-::) ty (x)dx — moc zbioru rozmytego X.

Analogicznie mozna zdefiniowa¢ pojecie kwantyla rzedu g liczby rozmytej
X jako liczbe rzeczywista, dla ktorej zachodzi:

f_qooux(x)dx =q - card(X) 9)

Przypus$émy teraz, ze mamy dwa zbiory rozmyte X, ¥. Funkcja przynaleznosci
przekroju tych zbioréw Z = X N ¥ ma postaé [Zadeh 1965]:

pz () = min(pg (x), py (x)) (10)

Niech X, ¥ beda dwiema liczbami rozmytymi o funkcjach przynaleznosci odpo-
wiednio py (x), uy (y). Wowczas, zgodnie z zasadg rozszerzania Zadeha [1965],
funkcja przynaleznosci sumy Z = X + Y przyjmuje postac:

1z(2) = SUP,=y (Min(uy (), 1y (7)) ) (11)

Jezeli chcemy porownaé dwie liczby rozmyte, tzn. chcemy okresli¢c mozliwos¢,
ze realizacja X (warto$¢ przyjeta przez X) bedzie wieksza rowna (nie mniejsza)
od realizacji Y, to mozemy skorzysta¢ z indeksu zaproponowanego przez
Dubois i Prade [1988]:

Pos(X > Y) = supysy (min (ux(x), uY(y))) (12)

1. Rozmyta metoda taficucha krytycznego

Zaldzmy, ze ekspert podaje trzy oceny czasu zadania (i, j) € A: czas minimal-
ny (a;;), czas maksymalny (b;;) oraz warto$¢ najpewniejsza m;; (lub: [m;;, m;; ).

Oceny te wykorzystamy do konstrukcji rozktadu prawdopodobienstwa
(dystrybuanty F;;(t)) czasu zadania T; ; wedtug nastepujgcych regut. Jezeli we-
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dtug eksperta mamy do czynienia z rozktadem prawosko$nym, to w estymacji
rozktadu prawdopodobiefistwa beta przyjmiemy a = 3 — /2, f = 3 + V2. Jeze-
li czas zadania w opinii eksperta jest rozktadem lewoskosnym, to a = 3 ++/2,
B =3 —+/2. Jezeli natomiast czas zadania jest rozkladem symetrycznym, to
przyjmiemy a = f§ = 4.

Skonstruujemy teraz dwie rozmyte oceny czasu Tj;, T zadania (i,)).
Pierwszg ocen¢ czasu 'T"i:}- wyznaczymy ad hoc na podstawie wzoru (7), przyjmu-
Jjac np. liniowy ksztatt funkcji przynaleznosci Hri (t). Druga oceng TL%- skonstru-
ujemy na podstawie rozktadu prawdopodobienstwa czasu zadania F;;(t) metoda
zaproponowana przez Beliakova [1996], przyjmujac za funkcje przynalezno$ci
Hrz (t) unormowang funkcje:

Hrz (t) = 2 » min{F;;(t),1 - F;; (1))} (13)

Dysponujemy teraz dwiema rozmytymi ocenami czasu zadania. Pierwsza jest
oceng ad hoc wyznaczong na podstawie podanych przez eksperta trzech ocen
czasu zadania. Druga ocena czasu zadania zostala okre$lona na postawie rozkta-
du prawdopodobienstwa beta z uwzglednieniem charakterystyki czasu zadania
podanej przez eksperta. Za funkcje przynaleznosci czasu zadania (i,j) przyj-
miemy funkcje przynaleznosci zbioru rozmytego T; j = T n T .

Przypusémy, ze ekspert podal nastepujace oceny czasu pewnego zadania:
a=1, m=3, b =8. Wedlug ocen czasu podanych przez eksperta rozktad
prawdopodobienstwa czasu zadania jest rozktadem prawoskosnym (rozktad beta
dla @ =3 —+2i B =3 ++/2). Narysunku 1 przedstawiono trzy funkcje przy-
naleznosci czasu zadania (trojkatny rozklad ad hoc) u,1(t), funkcje przynalez-
nosci ur2(t) wyznaczona metoda Beliakova na podstawie rozktadu prawdopo-
dobienstwa beta zgodnie ze wzorem (13) oraz funkcje przynaleznosci przekroju
Ti_j zbioréw rozmytych T2, T2: ur(t) = min(up (t), upi (t)).
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Rys. 1. Funkcje przynaleznosci czasu zadania

Tak wyznaczona oceng czasu zadania wykorzystamy w konstrukcji harmo-
nogramu przedsigwziecia. Nizej przedstawimy odpowiedni algorytm.

Algorytm konstrukcji harmonogramu przedsigwzigcia

Krok 1. Na podstawie podanych przez ekspertow charakterystyk czasow
a;j, bij, m;j zadan (i,j) przedsigwzigcia: dla kazdego zadania wyznacz rozktad
prawdopodobienstwa beta czasu (przyjmujgc parametry «, § zgodnie z podana
przez eksperta asymetria) oraz wyznacz na podstawie wzorow (7) i (13) funkcje
przynaleznos$ci rozmytych ocen czasu Tj%, T

Krok 2. Dla kazdego zadania wyznacz funkcje przynalezno$ci czasu zada-
nia T; ; = T}t n T, zgodnie ze wzorem (10).

Krok 3. Przyjmij, przez analogi¢ do propozycji Goldratta, ze planowanym
czasem T (i, j) realizacji zadania (i, j) jest mediana ME(T; ;) czasu T; ; (wzor 8).

Krok 4. Wyznacz tancuch krytyczny CC oraz zapasy czasu zadan lezacych na
tancuchach zasilajacych, przyjmujac za czasy realizacji zadan Me(i, j) = ME (Ti, j).

Krok 5. Dla kazdego zadania wyznacz bufor czasu B(i, j) jako potowe r6z-
nicy mi¢dzy kwantylem 0,9 (wzér 10) a mediang czasu zadania Me(i, j).

Krok 6. Wyznacz bufor projektu BP jako sume buforow czasow zadan le-
zacych na tancuchu krytycznym.
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Krok 7. Dla kazdego tancucha zasilajacego wyznacz BZS (suma buforéw cza-
sow zadan lezacych na fancuchu) oraz bufor tancucha BZ = min(BZS, FF), gdzie
FF jest swobodnym zapasem czasu ostatniego zadania w tancuchu zasilajacym.

Krok 8. Wyznacz funkcje przynalezno$ci czasu realizacji projektu, tj. funk-
cj¢ przynalezno$ci sumy czaséw wykonania zadan tancucha krytycznego CC.

Zaproponowany algorytm wymaga obliczen numerycznych. Nie mozna
bowiem wyznaczy¢ analitycznej postaci dystrybuanty rozktadu beta, jak rowniez
nie mozna wyznaczy¢ analitycznej postaci mediany czaséw zadan czy analitycz-
nej postaci funkcji przynaleznosci czasu realizacji projektu. Zaleta zapropono-
wanego algorytmu jest uwzglednienie w analizie czasowe] przedsigwzigcia
wszystkich trzech ocen czasow zadan podanych przez eksperta zgodnie z jego
intuicja.

2. Przykiad

Rozwazmy przyklad z pracy Li, Chen [2007]. Przedsiewziecie jest ztozone
z 8 zadan. Do realizacji zadan sa wymagane zasoby A, B, C, D, E, F. Graf przed-
siewzigcia z uwzglednieniem zalezno$ci technologicznych oraz ograniczen na za-

soby (tuki opisane linig przerywang) przedstawiono na rys. 2. Zmodyfikowane da-
ne czasowe podano w tabeli 1, przyjmujgc warto$¢ m;; = 1/2(m;; + m;;).

(O
odo

Rys. 2. Graf przedsiewziecia
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Tabela 1
Charakterystyka zadan projektu
. Charakterystyka czasowa
Zadanie Zasob
a m b Skosnosé¢
1 A 2 5 8 Symetryczny
2 B 5 10 Prawoskosny
3 C 12 18 30 Prawoskos$ny
4 C 3 4,5 6 Symetryczny
5 D 8 11 16 Prawoskos$ny
6 E 6 9 12 Symetryczny
7 E 10 25 40 Symetryczny
8 F 2 5 8 Symetryczny

Zrodto: Opracowanie whasne na podstawie: Li, Chen [2007].

Charakterystyki czasowe projektu wyznaczone zgodnie z podanym algo-
rytmem przestawiono w tabeli 2.

Tabela 2
Charakterystyka czasowa projektu

. . Charakterystyka czasowa
Zadanie Zasob -
a m Mediana Kwantyl 0,9 Bufor ES LF FF
1 A 2 5 5 5,96 0,48 0 5 0
2 B 5 10 3,7 5,40 0,85 5 8,7 0
3 C 12 | 18 | 30 17,03 20,5 1,74 9,5 33,7 7,17
4 C 3 145| 6 4,5 5 0,25 5 29,2 19,7
5 D 11 16 10,26 11,8 0,77 9,5 42,7 22,94
6 E 9 12 9 9,94 0,48 33,7 | 42,7 0
7 E 10 | 25 | 40 25 29,7 2,35 8,7 | 33,7 0
8 F 2 5 8 5 5,96 0,36 42,7 | 47,7 0

Zrodto: Opracowanie whasne.

Lancuchem krytycznym w analizowanym przedsiewzieciu jest ciag zadan
1,2,7,6,8. Dlugo$¢ tancucha krytycznego wynosi 47,7, a bufor projektu 4,63. W pro-
jekcie mamy dwa tancuchy zasilajace. Pierwszy jest ztozony z zadan 4 i 3 z buforem
1,99, a drugi z jednego zadania 5 z buforem 0,77. Na rysunku 3 przedstawiono har-
monogram projektu z zaznaczeniem buforow czasu.
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Rys. 3. Harmonogram projektu z zaznaczonymi buforami czasu

Wyznaczmy teraz funkcje przynaleznosci czasu ukonczenia projektu T, tj.
czasu wykonania zadan tancucha krytycznego CC:

ur(t) = K3 peccTij ®

Czasy realizacji zadan projektu nie sg liczbami typu L-R. Funkcje przynalezno-
$ci czasu ukonczenia projektu wyznaczymy numerycznie. Zastosujemy tu meto-
de sumowania liczb rozmytych na A-poziomach (dla 1 =0, 0,05, 0,1, ..., 1). Tak

aproksymowang funkcje przynaleznoéci czasu zakonczenia projektu pr(t)
przedstawiono na rys. 4.
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Rys. 4. Funkcja przynaleznosci czasu realizacji projektu

Mozliwo$¢, ze projekt ukonczymy w planowanym terminie, wynosi
Pos(T <= 47,7) = 0,7. Podobnie mozliwo$¢ ukoficzenia projektu w czasie 50,33
(planowany czas wykonania zadan fancucha krytycznego + bufor czasu) to 0,7.

Jezeli harmonogram dla tego projektu wyznaczylibySmy metodg zapropo-
nowang przez Goldratta, planowany czas realizacji wynositby 73,875 [Chen, Li
2007], czyli bylby znacznie dtuzszy. Goldratt przyjmuje znacznie dtuzszy bufor
projektu.

Podsumowanie

W artykule do opisu czasu zadan przedsigwzig¢cia wykorzystano aparat ra-
chunku prawdopodobienstwa oraz aparat zbiorow rozmytych. Ksztatt funkcji
przynaleznos$ci czasow zadan estymuje si¢ na podstawie podanych przez eksper-
tow trzech ocen czas6w. Harmonogram przedsiewzigcia konstruuje si¢ na pod-
stawie wartosci kwantyli liczb rozmytych. Nalezy podkresli¢, ze z uwagi na po-
sta¢ rozktadu prawdopodobienstwa beta wykorzystywanego w estymacji funkcji
przynaleznos$ci czasOw zadan, zaproponowana metoda wymaga obliczen nume-
rycznych.
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FUZZY INTERVAL NUMBERS
IN CRITICAL CHAIN SCHEDULING

Summary

Probabilistic critical path method PERT assumes beta distribution as probability di-
stribution of task duration. PERT assumes that experts estimate parameters of task dura-
tion (“most likely time”, “optimistic time”, and “pessimistic time” for each activity) ac-
cording to beta distribution nature. It’s not always true. In the paper we assume that the
durations of tasks are fuzzy sets. On the base of expert data we construct membership
function of task duration. These fuzzy sets are used for project scheduling and for buffer

size calculation. The illustrative example is presented.



