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MODELE EKONOMICZNE
Z DYNAMIKA CHAOTYCZNA

Wprowadzenie

Od czasu pojawienia si¢ w literaturze pojgcia deterministycznego chaosu
mozna znalez¢ wiele przykladow uktadow dynamicznych (zaréwno z czasem
ciaglym, jak i1 z czasem dyskretnym) o chaotycznej dynamice. Sa wsrdd nich
uktady z réznych dziedzin nauki: matematyczne, fizyczne, chemiczne, biolo-
giczne, medyczne, a takze ekonomiczne.

Do opisu zjawisk ekonomicznych od potowy XX wieku stosuje si¢ nieli-
niowe modele deterministyczne. Podejscie takie zaproponowali M. Kalecki,
J. Tinberger i N. Kaldor, ktorzy do opisu cykli koniunkturalnych [7, s. 261-273]
wykorzystali modele deterministyczne. Jednak ich modele nie opisywaly zbyt
dobrze zlozonej dynamiki zjawisk ekonomicznych [17, s. 113]. W 1975 roku
R. May i J.R. Beddington [13, s. 35, za: 18] zasygnalizowali mozliwos$¢ zasto-
sowania teorii chaosu w ekonomii. Od tego czasu zbudowano wiele nowych
modeli ekonomicznych z dynamika chaotyczna oraz zidentyfikowano chaos
w wielu juz istniejacych. Nieliniowe uktady chaotyczne wzbudzily tak duze
zainteresowanie ws$rod ekonomistow, poniewaz pozwalaja generowac szeregi
o bardzo skomplikowanej dynamice.

W artykule zostana zaprezentowane wybrane modele ekonomiczne o cha-
otycznej dynamice.

1. Chaos deterministyczny

Poczatki teorii chaosu si¢gaja konca XIX wieku i sa zwiazane z pracami
francuskiego matematyka Henri Poincaré. Poincaré, badajac zachowanie si¢
pojedynczych trajektorii trzech ciat niebieskich, odkry? istnienie bardzo ztozo-
nych struktur — trajektorii chaotycznych [19, s. 11]. Do prekursoréw teorii deter-
ministycznego chaosu mozna réwniez zaliczy¢: P. Fatou, G.M. Julia (poczatek
XX wieku) [18, s. 16], G. Birkhoffa (lata dwudzieste XX wieku), M.L. Cartwi-
ghta i J.E. Littlewooda (lata czterdzieste), S. Smale’a, A.N. Kotmogorowa i jego
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wspotpracownikéw (lata szesédziesiate) [19, s. 11]. Prowadzone przez nich ba-
dania wykazaly nieznane wczesniej wlasnosci dynamiki nieliniowej oraz bardzo
skomplikowang i nieregularna dynamike prostych nieliniowych uktadow dyna-
micznych [18, s. 16]. Wsérod wielu badaczy réznych dyscyplin naukowych teorie
chaosu najbardziej rozpowszechnilo odkrycie Edwarda Lorenza w latach sie-
demdziesiatych’. Lorenz odkryt podstawowa ceche nieliniowych uktadow cha-
otycznych — wrazliwo$¢ uktadu na zmiang warunkéw poczatkowych. Rozglos
teorii chaosu i jej zastosowaniom do modelowania uktadéw dynamicznych do-
datkowo nadata praca M.J. Feigenbauma, ktory jako pierwszy wykorzystat
komputery do badania stabo rozumianej w latach 70. nieliniowej dynamiki [15,
s. 32, 286].

Termin ,,chaos deterministyczny” zostal wprowadzony w 1975 roku przez
T.Y. LiiJ.A. Yorke’a, jednak w literaturze mozna znalez¢ wiele definicji cha-
osu w deterministycznych uktadach dynamicznych. Definicje te nie zawsze sa
rownowazne (jednoznaczne), poniewaz wywodza si¢ z roznych dyscyplin ma-
tematycznych, tj. teoria rownan rézniczkowych i ré6znicowych, jako$ciowa teoria
uktadéw dynamicznych czy teoria ergodyczna [23, s. 82]. Pomimo wielo$ci
definicji deterministycznego chaosu spotykanych w literaturze, badacze (na-
ukowcy) sa zgodni, ze prawidlowa definicja chaosu powinna dobrze oddawac
naturg dynamiki chaotycznej, czyli zaklada¢ istnienie dynamiki nieokresowej
w badanym uktadzie deterministycznym, wrazliwo$¢ na zmian¢ warunkow po-
czatkowych oraz istnienie pewnego istotnego mechanizmu deterministycznego
odpowiedzialnego za rekurencyjne zachowanie sig uktadu [16, s. 34].

Powszechnie stosowana definicja chaosu odwotuje si¢ do twierdzenia T.Y. Li
i JLA. Yorke’a o chaosie [23, s. 86]. Twierdzenie podaje stosunkowo latwy do
sprawdzenia warunek wystarczajacy istnienia dynamiki chaotycznej w uktadach
dynamicznych o znanej funkcji generujacej f. Najbardziej znanymi przyktadami
odwzorowan chaotycznych w sensie Li, Yorke’a sa odwzorowanie logistyczne
i odwzorowanie trojkatne. Niektore z powstalych modeli ekonomicznych zostaty
skonstruowane tak, aby spetnialy zatozenia i warunki twierdzenia Li, Yorke’a
[23, s. 188-189]. Przyktadem jest neoklasyczny model wzrostu Daya [5, s. 406-
-414]. Ponadto powstaty rowniez modele generowane przez chaotyczne odwzo-
rowania matematyczne, w szczegdlnosci przez funkcje logistyczng. Przyktadami
sa model wzrostu Havelmo-Stutzera [22, s. 253-276; 23, s. 192-197; 9, s. 122]
oraz chaotyczny model popytu konsumpcyjnego Benhabiba i Daya [1, s. 113-
-118; 2, 5. 37-55; 23, 5. 199-201].

Podstawowym atrybutem dynamiki chaotycznej jest wrazliwos¢ uktadu na
zmiang warunkow poczatkowych. Definicja odwotujaca si¢ do pojgcia wrazli-

* Lorenz rozpoczat swoje prace w 1960 roku, ale spolecznoéé naukowa docenita je dopiero w latach
70. ubieglego wieku.
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wosci zostata sformutowana przez R.L. Devaneya [6, za: 23, s. 88] w 1987 roku.
Wedhug tej definicji uktad dynamiczny (X, f ) jest uktadem chaotycznym

w zbiorze X, jesli odwzorowanie f jest wrazliwe na zmiane warunkdéw poczat-
kowych i topologicznie tranzytywne oraz zbidr punktow okresowych odwzoro-
wania f jest ggsty w zbiorze X.

Miara wspomnianej wrazliwosci uktadu na zmiang warunkéw poczatko-
wych sa wykladniki Lapunowa, ktére mierza $rednie tempo rozchodzenia si¢
w przestrzeni stanow trajektorii poczatkowo bliskich sobie punktéw. Im wigksza
warto$¢ dodatniego najwigkszego wyktadnika Lapunowa, tym wigksza wrazli-
wo$¢ uktadu na zmiang warunkoéw poczatkowych, a takze wigkszy poziom cha-
osu. Istnienie w uktadzie wigcej niz jednego dodatniego wyktadnika okres$la si¢
mianem hiperchaosu [12, s. 241]. Niektérzy autorzy uznaja istnienie dodatniego
najwickszego wyktadnika Lapunowa za warunek konieczny i wystarczajacy
istnienia chaosu w uktadzie [9, s. 103-133].

Trajektorie typowego uktadu chaotycznego tworza w przestrzeni stanow
bardzo ztozona strukture, tzw. dziwny atraktor, ktéra nie wypelnia jej w sposob
przypadkowy. Pojgcie ,,dziwnego atraktora” rowniez jest stosowane do definio-
wania chaosu — uktad jest chaotyczny, gdy ma dziwny atraktor [10, s. 88].

W praktyce do identyfikacji chaosu w procesach rzeczywistych wielu autorow
postuguje si¢ definicja mowiaca, ze uktad dynamiczny jest chaotyczny, gdy jest
wrazliwy na zmiang warunkow poczatkowych [23, s. 161; 20, za: 18, s. 19]. Zaleta
tej definicji jest mozliwos¢ zweryfikowania jej za pomoca najwigkszego wyktadnika
Lapunowa oraz wymiaru korelacyjnego. Natomiast jej wada jest fakt, ze odnosi si¢
tylko do uktadéow dyssypatywnych. W przypadku uktadéw konserwatywnych do
badania regularnosci dynamiki wykorzystuje si¢ pojgcie entropii Kotomogorowa.
Wedlug tej definicji uktad dynamiczny jest chaotyczny, gdy ma dodatnia, skonczona
entropig [18, s. 19]. Nieskonczona entropia oznacza, ze uklad jest losowy, natomiast
entropia rowna 0 oznacza, ze uklad jest deterministyczny.

2. Przyktady chaotycznych uktadéw dynamicznych
2.1. Model Kaldora [7, s. 264-265; 18, s. 38-40]

Jednym z najwczesniejszych nieliniowych modeli ekonomicznych jest opu-
blikowany przez N. Kaldora [11, s. 78-92] w 1940 roku model cyklu koniunktu-
ralnego. Kaldor rozwinat i zmodyfikowal model zaprezentowany przez M. Ka-
leckiego w pracy Proba teorii koniunktury w 1933 roku’. Model Kaldora uktadu
dynamicznego z czasem ciaglym ma postac:

" Kalecki przedstawil swoje dzieto jezyku niemieckim na III Europejskiej Konferencji Towarzy-
stwa Ekonometrycznego w Leyden w 1933 roku, a w 1935 roku Préba teorii koniunktury zosta-
ta opublikowana w jezyku angielskim i francuskim [7, s. 262].
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Y =a(1(Y,K)-S(Y,K)), (1)
K=1I1(Y,K)-K, )
gdzie:
Y = Y(¢) - wielko$¢ produkcji,
K=K (t) — warto$¢ kapitatu zaangazowanego w produkcje,
I1=1 (t) — poziom inwestycji,
S = S(t) - poziom oszczednosci,
0 > 0 — wspodtczynnik spadku kapitatu,
o — parametr.
W swoim modelu Kaldor przyjat nastepujace zatozenia:
1,>0,1,<0,0<S,<1,S8;,>0, (3)
oraz istnieje taki poziom produkcji Y, ze:
I,,>0dlaY<Y, (4)
oraz:
I,,<0dlaY>Y, (5)

gdzie dolne indeksy oznaczaja pochodne odpowiadajace i-temu argumentowi.
Przedstawiony model generuje zachowania cykliczne na podstawie zmiennych

endogenicznych.
Przyjmujac Y= AY ,, K =AK ..1» otrzymujemy dyskretna wersjg modelu
Kaldora:
AYt+l za(lt(Yt’Kt)_St(Yt))’ (6)
AK[+1 :It(Yt’Kt)_é‘Kt' (7
Poniewaz AY , =Y, -Y,AK,, =K, —K,, wigc:
Yo =all,(Y,.K,)-5,,)+Y, ®)
Kz+1 :I[(K,K[)-l-(l—é‘)K[. )

W powyzszym modelu funkcja oszczgdnosci /, moze mie¢ postac:
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-1 g

[ =c-2W@ef +eY +a Ki , (10)

t
t
gdzie a,c,d,e, f,g,& sa parametrami. Funkcja (10) spetnia zalozenia Kaldora
(3). Dla matych warto$ci parametru a trajektorie uktadu Kaldora zmierzaja do
punktu statego, dla wigkszych wartosci a do cyklu, natomiast dla a przekracza-
jacego pewna warto$¢ krytyczna do dziwnego atraktora [18, s. 39].

Na rysunku 1 przedstawiono dziwny atraktor modelu Kaldora dla warto$ci
parametrow: a=0,2, ¢=20, d=0,01, e=0,05, =280, g=45,
s=021, a=20, 6=0,05, £=0,00001 oraz dla stanu poczatkowego
(Y,,K,)=(65,265) w przestrzeniach (¥,,X,), (¥,,Y,,). (K,.K,,,).
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Rys. 1. Dziwny atraktor w modelu Kaldora w przestrzeniach (Y, K, ) , (Yt Y, ) , (K LK, )
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2.2. Model CARAL [3, s. 145-170, za: 4, s. 53-56]

Model CARAL (Constant Absolute Risk Aversion z funkcja produkcji Le-
ontiewa) nalezy do szerokiej klasy modeli naktadajacych si¢ pokolen OLG.

Rozwazmy gospodarke ztozona z dwoch pokolen: ludzi miodych i ludzi
starszych. Czlonkowie kazdego pokolenia zyja i konsumuja w dwodch okresach
swojego zycia (mtodo$¢ i starosc), ale pracuja tylko w pierwszym z nich, kiedy
sa mlodzi. Niech C, oraz C,,, oznaczaja poziomy konsumpcji w obu okresach,
natomiast |, — poziom pracy w okresie t. Glownym problemem mtodego poko-
lenia na poczatku okresu t jest wybranie pozioméw konsumpcji C; i C,,; oraz
poziomu pracy |, tak aby maksymalizowaé ogdlng uzyteczno$¢ przy pewnych
ograniczeniach budzetowych.

Oznaczmy przez U, (Ct) oraz U, (Ct +1) funkcje uzytecznosci dla poziomu
konsumpcji odpowiednio w pierwszym i drugim okresie. Niech V(lt ) 0znacza uzy-
teczno$¢ pracy (poziom niezadowolenia z kazdej wykonanej jednostki pracy). Za-
16zmy, ze powyzsze funkcje uzytecznosci wyrazaja si¢ nastgpujacymi wzorami:

u(c)=-re%, r>o0, (11)
l o
uz(cm):;ct ,0<a<l, (12)
1
v(l,)=—17, 7 >1. (13)
y

Pierwsze wyrazenie opisuje funkcje uzytecznosci o stalej bezwzglednej
awersji do ryzyka, natomiast dwa pozostate o statej wzglednej awersji do ryzy-
ka. Rozwiazujac wyzej postawiony problem optymalizacyjny, dynamika pozio-
mu konsumpcji wyraza si¢ wzorem :

G = (17 ~rees )" (14)

Powyzsze rownanie opisuje optymalna ewolucje poziomu konsumpcji po-
chodzaca z migdzyokresowych wyboréw konsumenta pomigdzy konsumpcja
a czasem wolnym.

Wprowadzajac do modelu liniowa funkcje¢ produkcji Leontiewa, dynamika
pracy jest dana wzorem:

: Szczegdtowe rozwiazanie zob. [14].
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| = b(lt _Ct)- (15)

Powyzsze réwnania opisuja ewolucj¢ uktadu dynamicznego, gdzie parametr
y >1 oznacza elastyczno$¢ uzytecznoscei pracy, 0 < <1 jest elastyczno$cia
uzyteczno$ci przysztej konsumpcji, b jest wspotczynnikiem produktywnosci,
natomiast I oznacza ,,stromo$¢” wyktadniczej funkcji uzytecznosci.

Medio i Negroni [14] pokazali, ze uktad CARAL (14)-(15) ma punkt réw-
nowagi, ktéry moze zosta¢ zaburzony poprzez zmiang¢ warto$ci parametrow
modelu. W szczego6lnosci, przy odpowiedniej zmianie parametréw, zachowanie
dynamiki modelu pokazuje bardzo bogaty scenariusz, pojawiaja si¢ zachowania
okresowe, nieokresowe, a nawet chaotyczne.

Dla warto$ci parametrow ¥ =1,2, o =0,49, r =3 oraz b=1,57 dyna-
mika uktadu (14)-(15) jest chaotyczna. Przy t — oo trajektorie punktow zmie-
rzaja do ograniczonego zbioru, tworzac chaotyczny atraktor. Chaotyczny atrak-
tor uktadu CARAL dla powyzszych zaprezentowano na rysunku 2.

1.8 1
1.7 1
1.6 4

1.5 1

1.4 4

U]

1.2 4

1.2 4

c(t)

Rys. 2. Chaotyczny atraktor ukladu CARAL (14)-(15) dla stanu poczatkowego C, =0,3, |, =1,3

2.3. Model rynku pracy [8, s. 470-483]

Rozwazmy pewna gospodarke z wyréznionym przedsigbiorstwem oraz wy-
réznionym robotnikiem-konsumentem. Funkcja produkcji przedsigbiorstwa jest
funkcja Cobba-Douglasa. Zaktadajac, ze kapitat ma stata warto$¢ unormowana
do 1, funkcja produkcji wyraza si¢ wzorem:

Y=DL% 0<a<l,D>0, (16)

gdzie D jest parametrem odzwierciedlajacym staly postep technologiczny.
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Niech 7 oraz @ oznaczaja odpowiednio catkowity zysk przedsigbiorstwa
oraz stawke plac. Zaldézmy, ze cena jednostki wytworzonego towaru p jest rOwna
jeden. Woweczas funkcja zysku ma postaé:

7=DL —al . (17)

Rozwiazujac zadanie maksymalizacji zysku (4.19), otrzymujemy funkcje popytu
na pracg¢ dang wzorem:

% =f1(a>)=[a%J”1. (18)

Robotnik-konsument maksymalizuje swoja uzyteczno$¢ wyrazona za pomoca
funkcji CES:

u(C,L)=[C" +(N—L)bF’, be(—om,l), (19)

gdzie N >0 jest maksymalna wielkoscia podazy sity roboczej, a C >0 — po-
ziomem konsumpcji konsumenta.

Zatézmy, ze N =1. Rozwiazujac zadanie maksymalizacji funkcji uzytecz-
nosci (19), przy ograniczeniu budzetowym C = @L, otrzymujemy optymalna
funkcj¢ podazy sity roboczej:

1
L = fy(0)= —. (20)

1+ @b

Niech Z(a)) = L —§ oznacza nadwyzkowy popyt na pracg, gdzie L i S sg bieza-
ca warto$cia popytu i podazy pracy. Placa jest uporzadkowana w sposob ciagly
przez biezacy nadwyzkowy popyt na prace zgodnie z nastgpujaca reguta:

@ =1Ilz(w)=1(L-S),1>0, 1)

gdzie / jest stala.
Ostatecznie model ma postac:

L=g(t”-L)=¢ (—j‘“ -L|=g(f(®)-L). g>0, (22
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S=d(l ~8)=d — 5 |=d(f,(w)-5). d >0, 23)

b

1+ w?!
w=1(L-S),1>0. (24)

L. Fanti i P. Manfredi przeprowadzili numeryczne symulacje pokazujace, jak
zmieniaja si¢ portrety fazowe powyzszego modelu dla r6znych wartosci parametru g,
przyjmujac D=1, a=0,15, b=-10, d =4, | =4 . Symulacje byly przeprowa-
dzone w otoczeniu punktu rownowagi £ = (L*,S*,a)*)= (0.832,0.832,0.182).
Warunkiem poczatkowym byt punkt £, = (0.825, 0.835,0.1 8). Okazato sig, ze
dla warto$ci g >1.068 punkt E, jest lokalnie asymptotycznie stabilny,
w szczegolnosei dla 1.068 < g <1.3 E| jest stabilnym ogniskiem, a nastgpnie
staje si¢ stabilnym weztem. Dla 0,84 < g <1.068 trajektorie punktéw potozo-
nych wystarczajaco blisko punktu £, poczatkowo oddalaja sig¢ od siebie, a na-

stgpnie sa zbiezne do stabilnego cyklu granicznego. W przypadku gdy
0.82 < g < 0.84, cykl wykazuje mate oscylacje dla popytu i podazy. Natomiast

gdy 0.62 < g <0.82, trajektorie punktéw ,,wedruja” w sposdb nieregularny,
losowy w ograniczonym obszarze na ptaszczyznie (L, S ) Przy t — oo trajekto-

rie punktow zmierzaja do ograniczonego zbioru, tworzac chaotyczny atraktor.
Dla 0.53<g<0.62 autorzy otrzymali quasi-okresowy atraktor, a dla

g < 0,53 globalna niestabilnos¢.

Rys. 3. Chaotyczne trajektorie uktadu (22)-(24) na plaszczyznie (S, L) dla g = 0,8. Warunek po-
czatkowy L’ = 0,825, §° =0,835, @, =0,18

Zrodto: Opracowanie whasne na podstawie: [8, s. 476].
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Podsumowanie

Pomimo iz pojgcie deterministycznego chaosu pojawilo si¢ w literaturze
blisko 30 lat temu, ciagle brak jest jednej jednoznacznej definicji. Najbardziej
odpowiednia, oddajaca natur¢ dynamiki chaotycznej, wydaje si¢ by¢ definicja
podana na migdzynarodowej konferencji na temat chaosu, zorganizowanej przez
Royal Statistical Society w 1986 roku, gdzie chaos zdefiniowano jako ,,stocha-
styczne zachowanie wystgpujace w uktadzie deterministycznym” [21, za: 18,
s. 16]. Jednak definicja ta jest nieformalna. Zasygnalizowana przez R. Maya
i J.R. Beddingtona mozliwo$¢ zastosowania teorii chaosu w ekonomii spowo-
dowata powstanie wielu nowych modeli ekonomicznych z dynamika chaotyczna
lub odkrycie chaosu w juz istniejacych modelach ekonomicznych. W artykule
dokonano przegladu definicji deterministycznego chaosu oraz zademonstrowano
chaotyczna dynamike wybranych ekonomicznych modeli dynamicznych. Zda-
niem autorki warto byloby podja¢ badania nad ulepszeniem i uzupeieniem
listy modeli proceséw ekonomicznych z dynamika chaotyczna.
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THE ECONOMIC MODELS WITH CHAOTIC DYNAMICS

Summary

Since 1975, when the R. May and J.R. Beddington informed about the possibility
of application of chaos theory in economics, built many new economic models with
chaotic dynamics and chaos have been identified in a number of already existing models.

This paper presents briefly the theory of deterministic chaos and properties of cha-
otic dynamic. In addition, presents some economic models of chaotic dynamics.





