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Wprowadzenie

Koncepcja awersji do ryzyka ma fundamentalne znaczenie dla wspolczes-
nych badan zwiazanych z analiza ryzyka w dziatalnosci ekonomicznej. Decy-
dent, ktorego uzytecznos$¢ (U) bogactwa (W) ro$nie w tempie malejacym wykazu-
je awersje do ryzyka. W kontekscie teorii oczekiwanej uzyteczno$ci, jesli u(w)
jest dodatnio okreslona funkcja uzyteczno$ci, wowczas wklgstos¢ (wypuktosc)
tej funkcji warunkuje awersje (sktonno$¢) do ryzyka. O tym, jak bardzo decy-
dent jest niechetny ryzyku mowia miary wzglednej i bezwzglednej awersji do
ryzyka wprowadzone przez Arrowa i Pratta. Koncepcja awersji do ryzyka oraz
sposob mierzenia sily tej awersji sa powszechnie przyjmowane w badaniach
dotyczacych ryzyka ekonomicznego. Wilasnos¢ malejacej awersji do ryzyka
w decyzjach inwestycyjnych jest uwazana za jedna z wazniejszych wlasnosci
pozwalajacej w sposob wiarygodny porownywaé relacje pomigdzy stanem po-
siadania a ryzykiem podejmowanym przez inwestora. Osoba charakteryzujaca
si¢ malejaca absolutna awersja do ryzyka, podejmujac decyzje inwestycyjne,
wraz ze wzrostem swojego stanu posiadania wykazuje zwigkszony popyt na
ryzykowne walory. Klasa funkcji uzytecznosci z malejaca absolutng awersja do
ryzyka, nazywana wlasciwa uzytecznoscia, byta w sposob szczegotowy anali-
zowana przez Pratta i Zeckhausera [1987].

Od pewnego czasu awersja do ryzyka jest taczona z zachowaniami okresla-
nymi mianem rozwaznych (roztropnych) i zwiazkiem z oszczedzaniem lub ogra-
niczaniem konsumpcji. Tak rozumiane oszcz¢dzanie ma zapobiega¢ skutkom
ryzyka niepewnego przysztego stanu posiadania. Rozwaga moze by¢ definiowana
jako cecha osobowosci zwiazana z okreslonym zachowaniem si¢ w sytuacji ryzy-
ka lub na gruncie teorii oczekiwanej uzyteczno$ci jako wypuklo§¢ marginalnej
uzyteczno$ci. Okreslenie ,,rozwaga” (ang. prudence) w konteksécie osoby z awer-
sja do ryzyka po raz pierwszy zostalo wprowadzone przez Kimballa [1990],
a dokonanie przedefiniowania miar Pratta-Arrowa dato formalne podstawy teorii
dotyczacej zapobiegawczych zachowan decydenta w odpowiedzi na ryzyko.
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W szczegodlnosci takie zachowania dotycza oszczedzania lub ubezpieczania si¢
na wypadek efektow losowych decyzji i zdarzen (utrata pracy, zdrowia). Leland
[1968] okreslit zapobiegawcze oszczedzanie jako akumulacje bogactwa bgdaca
odpowiedzia na ryzyko i wykazatl zwiazek takiego zachowania z wypukloScia
marginalnej uzytecznos$ci.

1. Zachowania rozwazne w sytuacji ryzyka

Decydent jest okreslany jako rozwazny, jesli jego relacja preferencji w zbiorze
losowych decyzji jest okreslonego typu. Dla dalszych rozwazan przyjmijmy
nastgpujace oznaczenia:

W — bogactwo, stan posiadania,

W, — biezacy stan posiadania,

k — wielkos¢ redukcji (obnizenia) stanu posiadania oraz k> 0,
X — zmienna losowa spetniajaca warunek E(X) = 0.

Mowimy, ze relacja preferencji wyraza niechg¢¢ do ryzyka, jesli stan posia-
dania Wy jest preferowany nad kazdy inny losowy wWp +X dla dowolnej wartosci
Wy i dowolnego rozktadu X spetiajacego E(X) = 0. Decydent ma awersje do
ryzyka, jesli decyzja D zawsze jest nie gorsza niz D', gdzie D = {(wp, 1)} i D" =
= {(Wo, 0,5), (Wo+ X, 0,5)}.

W celu okreslenia relacji preferencji decydenta zachowujacego si¢ rozwaz-
nie rozpatrzmy nastgpujace dwie losowe decyzje:

D1 = {(wo-k; 0,5), (Wo+X; 0,5)} (M
D2 = {(Wo; 0,5), (Wo -k+X; 0,5)}, )

gdzie k> 0 oraz E(X) = 0 i V*(X) = °.

Mowimy, ze decydent z awersja do ryzyka jest rozwazny, jesli dla kazdego k> 0
decyzja D1 jest zawsze bardziej preferowana niz D2. Parametry rozktadu loso-
wych wariantow decyzyjnych sa nastgpujace:

E(D1) = E(D2) = wo— 0,5k
V3(D1) = VA(D2) = 0,56* +0,25 K

Wobec rownosci parametréw decyzje D1 i D2 sa rownowazne w sensie wartosci
oczekiwanej 1 wariancji. Warianty r6znia si¢ natomiast trzecimi momentami cen-
tralnymi odpowiednio rownymi ps3(D1) = 0,5y5+0,75ko?, p3(D2) = 0,5 5 - 0,75ka?,
gdzie y; jest trzecim momentem centralnym zmiennej X.
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W zwiazku z tym, ze trzeci moment rozktadu mowi o skosnosci tego roz-
ktadu, to preferencje wyboru decydenta rozwaznego sa zwiazane z rodzajem
asymetrii rozktadow losowych wariantow decyzyjnych.

Na gruncie teorii oczekiwanej uzytecznosci preferencja decyzji D1 nad D2
oznacza, ze uzytecznos¢ D1 jest nie mniejsza niz uzyteczno$¢ D2. Oznaczajac
przez u(w) funkcje uzytecznosci von Neumanna i Morgensterna mamy, ze u(D1) >
> u(D2). Korzystajac z okreslen (1) i (2) prawda jest, ze U(Wp -K) + E[u(Wwo + X)] >
> u(Wp) + E[u(wg -k + X)]. Grupujac odpowiednio sktadniki otrzymujemy nie-
réwnos¢ migdzy premia za ryzyko dla biezacej wartosci Wy 1 premia dla zredu-
kowanego bogactwa Wy 0 warto$¢ K postaci:

E[u(Wo + X)] - u(Wo) = E[U(Wo - K+ X)] - u(Wo - K). 3)

Dla decydenta z awersja do ryzyka warunek u” (W) < 0 jest rownowazny z ujemna
premig za ryzyko. Na podstawie zatozen o funkcji uzytecznosci i nierdownosci Jen-
sena (3) dla marginalnej uzyteczno$ci zachodzi nierd6wno$¢ nastepujaca:

E[U'(Wo + X)] — U'(Wo) 2 E[U" (Wo - K+ X)] —U' (W - K). 4)

Nierownos¢ (4) mowi, ze premia za rozwage jest wyzsza, jesli ryzyko do-
dane jest do wigkszej wartosci. Eeckhoudt i Schlesinger [2006] wykazali, ze
wypukto$¢ marginalnej uzytecznosci (U (W) > 0) jest warunkiem réwnowaznym
nieujemnosci premii za rozwage. Zachowanie rozwazne to zatem preferowanie
dotaczenia losowego zysku o warto$ci oczekiwanej rownej zero do biezacego
stanu posiadania zamiast dotaczenie go do kapitalu pomniejszonego o pewna
warto$¢ K. Decydent rozwazny ma wigksza wolg zaakceptowania dodatkowego
ryzyka wtedy, kiedy jego stan posiadania jest wyzszy. Przejawem rozwagi jest
zachowanie polegajace na potrzebie zapobiegawczego oszcze¢dzania na wypadek
ryzyka. Tak rozumiana rozwaga bardziej odnosi si¢ do optymalnego sposobu
zachowania si¢ decydenta niz do cechy jego osobowosci.

2. Rozwaga w modelu konsumpcji

W ramach teorii oczekiwanej uzyteczno$ci rozwage¢ mozna opisa¢ jako
dzialanie zgodne z optymalnym rozwiazaniem dwuokresowego modelu kon-
sumpcji szczegodlnego typu. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze zmienna losowa X
ma dwupunktowy rozktad prawdopodobienstwa:

X={(Wi, p), (W, 1-p)}.
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Problem decydenta z awersja do ryzyka i funkcja uzytecznosci U(w) polega
na okresleniu dla okresu t; optymalnej konsumpcji ¢, tak, aby suma oczekiwa-
nych uzytecznosci C; i losowego stanu posiadania w okresie t, byta maksymalna.
Jesli stan posiadania decydenta w okresie 1 jest rOwny Wp 1 przeznaczy on na
konsumpcje ¢, to nieznany przyszty stan bogactwa W jest zmienna losowa:

W(C1) = {( Wo - C1+ Wy), P), (Wo - C1t Wa, 1-p)}.

Oczekiwana uzyteczno$¢ przyszltego bogactwa wyraza si¢ nastepujaco
E[u(w(cy))] = p- UWp - C1+ Wy) + (1-p)- U(Wp - C1+ W»), zatem zadanie sprowadza
si¢ do znalezienia warto$ci Cy, dla ktorej taczna uzytecznos¢ u(c;) + E[u(w(cy))]
jest maksymalna. Funkcja uzytecznosci jest wklgsta, wigc warto$¢ zerowa
pierwszej pochodnej jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym istnienia
maksimum lokalnego. Warto$é ¢ , dla ktérej zachodzi réwnanie:

U(C) - p-U(Wo - C + Wi) - (1-p)- U(Wo - C + Wp) =0
jest optymalna wielko$cig konsumpcji w okresie t; oraz
u'(c’) = E[u' (W], ()
gdziew=wp-C + X.
Konstrukcja funkcji uzytecznosci decydenta z awersja do ryzyka pozwa-
la okresli¢ premig za ryzyko jako wartos¢ kapitatu nt, dla ktorej zachodzi row-

no$¢ E[u(w)] = U[E(W) - r]. Kimball [1990] przyjmujac podobna konstrukcje
wprowadza pojgcie premii za rozwage ¢ w nastepujacy sposob:

E[u'(W)] = U[EW) - ¢]. (6)
Z zaleznosci (5) 1 (6) dla optymalnej konsumpcji mamy réwnosc¢
u'(c) = U'[E(W) - ¢], skad otrzymujemy zwiazek ¢ =Wp - ¢ + E(X) - 0.
Zatem optymalna konsumpcja dla uproszczonego modelu jest rowna:

¢ =0,5[Wo + E(X) - ¢].

3. Miary intensywnosci zachowan rozwaznych

Decydent z awersja do ryzyka jest rozwazny, jesli jego marginalna uzytecz-
no$¢ jest funkcja wypukta, czyli trzecia pochodna funkcji uzytecznosci jest nie-
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ujemna. Kimball [1990] dokonat redefinicji miar sily awersji do ryzyka i wpro-
wadzil odpowiednie miary stopnia intensywno$ci rozwagi. Analogicznie do
miary bezwzglednej awersji do ryzyka A(w) — (ang. absolute risk aversion):
u”(W)

A(W) =—
(W) Tw)

okreslono miarg bezwzglednej intensywnosci rozwagi AP(w) — (ang. absolute
prudance) nastepujaco:

u”(w)

AP(W) = — o’

(7)

gdzie W jest mozliwym stanem posiadania wyrazanym w jednostkach pienigz-
nych. Dla stanu bogactwa w wartos¢ AP(W) mierzy intensywnos$¢ zapobie-
gawczego oszczedzania na okolicznos¢ ryzyka.

W podobny sposob odpowiednikiem miary wzglednej awersji do ryzyka R(w):
u”(W)

u'(w)

jest miara wzglednej intensywnosci rozwagi AP(W) — (ang. relative prudance)

R(w) =-w

=W- A(W)

B W' um(W)

RPW) ==

(®)

Roézniczkujac obustronnie miary awersji do ryzyka i dokonujac prostych
przeksztatcen otrzymujemy nastgpujace zwiazki:

A'(w)
AP(W) = A(w) ——— 9
(W) = Aw) —— W) 9)
w- A'(w)
RP(w) = R(w) - ————. 10
(W) = R(wW) —— W) (10)

Latwo zauwazy¢, ze wielko$ci zmian A(W) i AP(W) oraz R(w) i RP(W) sa ze
soba $cisle powiazane. W zaleznos$ci od monotoniczno$ci miary A(W) obserwuje
si¢ szczegoOlne wlasnosci miary AP(w). Funkcje uzytecznosci sa nazywane typu
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DARA, jesli bezwzgledna awersja do ryzyka jest malejaca (A’ (W) < 0), a typu
IARA, jesli bezwzgledna awersja do ryzyka jest rosnaca (A’ (W) > 0) oraz typu
CARA, jesli bezwzgledna awersja do ryzyka jest stata (A’ (w) = 0).

Dla decydenta o uzytecznosci typu DARA zachodzi nierdéwnos¢ AP(W) > A(W).
Mowimy, ze jest on bardziej rozwazny niz niechetny ryzyku, czyli chetniej po-
dejmuje dziatania zapobiegawcze na wypadek ryzyka niz dziatania zmierzajace
do unikniecia ryzyka. Ponadto AP(W) jest funkcja malejaca, wigc ze wzrostem
bogactwa intensywnos$¢ zapobiegawczego oszczedzania maleje.

Dla decydenta o uzytecznosci typu IARA zachodzi nieréwnos¢ AP(w) < A(w).
W tym przypadku awersja do ryzyka jest wigksza niz motywacja zapobie-
gawczego oszczedzania, zatem oszczedzanie tylko uzupetnia dziatania zmierza-
jace do udzwignigcia skutkow ryzyka.

Dla funkcji typu CARA zachodzi rownos¢ AP(W) = A(W), zatem dzialania
zapobiegajace ryzyku sa niezalezne od wielko$ci stanu posiadania. Analogiczne
zwiazki zachodza dla miar intensywnosci wzglednej rozwagi RP(w).

Tradycyjnie w badaniach i zastosowaniach teorii oczekiwanej uzytecznosci
sa wykorzystywane funkcje uzytecznosci, dla ktérych miary Arrowa-Pratta sa
monotoniczne lub state dla w > 0. W szczegolnosci takie funkcje uzytecznosci,
ktorych marginalne uzyteczno$ci naleza do klasy funkcji w pelni monotonicz-
nych', co oznacza, ze znaki kolejnych pochodnych zmieniaja si¢ naprzemiennie
(U'(W) >0, u" (W) <0, u”’(w) >0, u” (w) <0, ...). Caballe i Pomansky [1996]
wykazali szereg matematycznych wiasnosci funkcji w petni monotonicznych
oraz miar awersji do ryzyka w sytuacji, kiedy marginalna uzyteczno$¢ jest
w pelni monotoniczna. Dla tak okreslonych funkcji uzyteczno$ci przedstawiono
wlasno$ci mieszanej awersji do ryzyka.

Obserwujac decyzje niektorych inwestorow z awersja do ryzyka, mozna za-
uwazy¢, ze od pewnego poziomu stanu posiadania zmienia si¢ ich strategia in-
westycyjna, ktora jest wyjasniana zmiang kierunku monotonicznosci bez-
wzglednej awersji do ryzyka A(w). Jesli istnieje taki poziom bogactwa Wy, ze dla
W < W inwestor jest sktonny zmniejszaé liczbg waloréw ryzykownych w swoim
portfelu, a dla w > wp zwigkszaé ich liczbe, woéwczas jego bezwzgledna awersja
do ryzyka jest malejaca w przedziale (0, Wp) oraz rosnaca w przedziale (Wo, +o0).
Funkcja uzytecznosci takiego inwestora nie nalezy do zadnych z omawianych
wczesniej typow funkcji uzytecznosci. W dalszej kolejnosci sa analizowane takie
funkcje uzytecznosci, ktorych miary awersji do ryzyka sa przedzialami monotonicz-
nymi lub maja ekstrema lokalne. W celu zbadania zalezno$ci pomi¢dzy omawiany-
mi miarami awersji do ryzyka i intensywnoscia zachowan rozwaznych, bedzie wy-
korzystywana zalezno$¢ rownowazna do (9) o nastgpujacej postaci:

' Funkcja rzeczywista f(w) okreslona dla w > 0 jest w pelni monotoniczna, jesli pochodne wszystkich
stopni istnieja oraz jest speniony warunek (-1)"f™(w) > 0 dla kazdegowin=0,1,2,....
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A (W) = AW[AW) - AR(W)]. (1D

Zalozmy, Ze istnieje takie W, ze A'(W) = 0 oraz U(W) nie jest typu CARA.
Z zaleznosci (11) mamy, ze AW ) = AP(W), czyli wykresy miar A(W) i AP(w)
przecinaja sie¢ w punkcie o wspohrzednych (W, A(W)). Mozna wykazaé, ze jesli
funkcja A(W) osiaga tylko w punkcie W jedno ekstremum lokalne, to jesli jest to
maksimum, wowczas dla W< W zachodzi nieréwnos¢ A(wW) > AP(W) oraz dla
W > W nierdwno$é przeciwna A(w) < AP(W). W sytuacji kiedy A(W) osiaga mi-
nimum lokalne, nierd6wnosci miedzy warto§ciami miar sa odwrotne. Szczegdlne
zwiazki pomigdzy ekstremami lokalnymi bezwzglednych miar awersji i rozwagi
zostaly wykazane w pracy Maggiego i in. [2006]. Pokazano, ze je$li miara bez-
wzglednej rozwagi ma tylko jedno ekstremum i jest to minimum lokalne osiaga-
ne w punkcie W, to miara bezwzglednej awersji do ryzyka rowniez ma tylko
minimum lokalne osiagane w punkcie W < wy . W sytuacji kiedy AP(w) ma
tylko maksimum lokalne w punkcie Wy, to miara bezwzglednej awersji do ryzyka
rowniez ma tylko maksimum lokalne osiagane w punkcie W > Wy, Dla decydenta
charakteryzujacego si¢ miara bezwzglednej awersji do ryzyka z jednym ekstre-
mum lokalnym, optymalna nieche¢ do ryzyka jest zwiazana z innym stanem
posiadania niz ten, dla ktérego intensywnos$¢ dziatan zwiazanych z zapobiegaw-
czym oszczedzaniem jest optymalna.

Przyktadem funkcji uzytecznosci, ktérej miara bezwzglednej awersji do ry-
zyka nie jest monotoniczna, jest nastgpujaca ztozona funkcja wyktadnicza:

U (W) = —5exp(=0,5W — /W) +5. (12)

Funkcja (12) spetnia warunki znakéw pochodnych (marginalna uzytecznosé
jest w pelni monotoniczna) oraz miara bezwzglednej awersji do ryzyka ma jedno
ekstremum lokalne i jest to minimum osiagane w punkcie P1(0,69; 0,86), a miara
bezwzglednej intensywnosci rozwagi osiaga minimum lokalne w punkcie P2 (0,98;
0,25). Na rysunku 1 przedstawiono wykresy miar A(W) i AP(W) dla funkcji (12).
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Rys. 1. Wykresy u (w) , A(w) i AP(w)

Podsumowanie

W teorii oczekiwanej uzytecznosci profil decydenta charakteryzuja wlasno-
$ci funkcji uzytecznosci oraz zasada decyzyjna. W szczeg6lnosci znak kolejnych
pochodnych funkcji uzytecznosci zawiera peilna informacjg o jego stosunku do
ryzyka i zachowaniach decyzyjnych. Rozwaga i powsciagliwos$¢ sa traktowane
jako takie mozliwe zachowania w sytuacji ryzyka, ktorych intensywno$¢ mozna
mierzy¢ za pomoca pochodnych wyzszych stopni funkcji uzytecznosci. W szcze-
golnosci oszczgdzanie traktowane jako zabezpieczenie przed ryzykiem, a nie
jako sposob inwestowania nadwyzki kapitatu, Swiadczy o rozwaznym zachowa-
niu decydenta. Przejawem rozwagi sa rowniez dziatania zmierzajace do opty-
malnego okreslenia wielkosci $rodkow przeznaczanych na konsumpcj¢ w po-
szczegblnych okresach oraz sposobu alokacji aktywow.

Wtlasnosci miar intensywno$ci dziatan rozwaznych zaleza od wlasnosci
miar Pratta-Arrowa. W zastosowaniach i przyktadach numerycznych powszech-
nie sa stosowane funkcje uzytecznosci, ktorych bezwzgledne miary awersji do
ryzyka sa monotoniczne lub state. W pracy pokazano zwiazki pomigdzy miarami
sity awersji do ryzyka a intensywnosci dziatan rozwaznych dla roznych typow
funkcji uzytecznosci, w szczegdlnosci kiedy sita awersji do ryzyka moze by¢
przedziatami monotoniczna lub tez dla pewnych poziomdéw stany posiadania
moga osiaga¢ wielko$ci optymalne. Dla takich sytuacji zachowania decydentow
moga by¢ wykorzystywane w szeroko rozumianej praktyce decyzyjnej. Informa-
cje o zachowaniach klientéw bankéw czy agencji ubezpieczeniowych mozna
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uzyska¢ interpretujac zwiazki migdzy ekstremami lokalnymi bezwzglednych
miar awersji do ryzyka i stopnia rozwagi. Jesli dla osoby najmniejszy stopief
intensywnosci rozwagi jest zwigzany ze stanem posiadania W, to najmniejsza
nieche¢ do ryzyka tej osoby jest odczuwana dla stanu posiadania nie wigkszego
niz Wo. Jesli najwigkszy stopien intensywnos$ci rozwagi jest natomiast zwigzany
ze stanem posiadania Wy, to najwigksza nieche¢ do ryzyka dotyczy stanu posia-
dania nie mniejszego niz W, czyli najwyzsza intensywno$¢ dziatan rozwaznych
(zapobiegawczego oszczedzania) wyprzedza najwigksza bezwzgledng niecheé¢ do
ryzyka w odniesieniu do bogactwa.
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MEASURE OF THE INTENSITY OF PRUDENT BEHAVIOR

Summary

The behavior of the risk averse decision-maker is prudent if the precautionary
saving activities are taken to avoid risk. Prudence is defined as a particular type of the
preference relation over uncertain choices. Our goal in this paper is to show the relation-
ship between the Arrow-Pratt coefficient of the risk aversion and the measure of the
intensity of prudence. The properties of the utility function expressing prudence behavior
are presented and the particular class of utility functions with non monotonic absolute
risk aversion coefficient is considered.



