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RYZYKO MODELU A MIARY RYZYKA

1. Ryzyko modelu i miary ryzyka — wprowadzenie

Nie ulega watpliwosci, iz modele matematyczne sa cz¢sto przydatne w ana-
lizie zjawisk ekonomicznych, a w konsekwencji we wspomaganiu decydentow.
Wiadomo jednak, iz model jest przyblizeniem rzeczywistosci, za§ jego prak-
tyczna uzyteczno$¢ zalezy od tego, jak dobre jest to przyblizenie. Kluczowe dla
uzytkownika nie jest to, na ile model jest dobrym przyblizeniem obecnej (i prze-
sztej) rzeczywistosci, lecz jak dobrym bedzie przyblizeniem przysziej rzeczywi-
stosci. To jednak moze by¢ zweryfikowane dopiero ex post. Pojawia si¢ zatem
pytanie, czy w momencie tworzenia modelu nie bedzie jakiegokolwiek narze-
dzia weryfikacji modelu z punktu widzenia jego uzytecznosci w przysztosci.

Odpowiedz na to pytanie jest negatywna; pomocna tu moze by¢ analiza
tzw. ryzyka modelu. Ogoélna definicja tego pojecia jest nastgpujaca: Ryzyko
modelu jest to ryzyko wynikajace z zastosowania btednego modelu w §wiecie
rzeczywistym.

Problematyka ryzyka modelu jest szczegdlnie widoczna w przypadku mo-
deli dotyczacych zjawisk i procesow finansowych, przede wszystkim tych za-
chodzacych na rynkach finansowych. Znaczenie ryzyka modelu jako zjawiska,
ktére moze doprowadzi¢ do powaznych problemow finansowych, zostato wy-
raznie zidentyfikowane po raz pierwszy przy okazji upadku funduszu hedgingowe-
go Long Term Capital Management (LTCM). Fundusz ten w latach 1994-1998
stosowat bardzo zaawansowane modele wyceny instrumentéw finansowych. Na
poczatku decyzje podejmowane na podstawie tych modeli prowadzity do ponad-
przecigtnych wynikow inwestycyjnych funduszu, jednak w 1997 r. w trakcie
kryzysu finansowego w Azji Poludniowo-Wschodniej fundusz poniost straty, a jego
upadek nastapil w trakcie kryzysu finansowego w Rosji w 1998 r. Upadek LTCM
pokazat, iz w warunkach dynamicznie zmieniajacych si¢ rynkéw finansowych, pre-
cyzyjnie ,,skrojone” modele przestaja dziata¢ skutecznie.

Inny przyktad ryzyka modelu finansowego to ryzyko sprawozdania finan-
sowego sporzadzanego przez podmiot gospodarczy. Informacje zawarte w jego
elementach sktadowych stuza jako podstawa podejmowania decyzji, jednak
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sprawozdanie finansowe jest uproszczonym modelem podmiotu gospodarczego.
W ostatnich latach uproszczenie to jest coraz wigksze. Sprawozdawczo$¢ finansowa
nie moze sobie poradzi¢ z takimi istotnymi wspolczesnymi zjawiskami gospodar-
czymi, jak: stosowanie instrumentdw pochodnych, wystepowanie powiazan bizne-
sowych czy tez pomiar kapitatu intelektualnego. Przyklad sprawozdania finansowe-
go holdingu Enron, ktory upadt w 2001 roku, to tylko jeden z wielu przypadkow.

Celem tego artykutu jest wskazanie poprzez analiz¢ dwoch przypadkéw, w jaki
sposob ryzyko modelu objawia si¢ w modelach finansowych, w ktorych wystepuja
miary ryzyka.

Mozna wyrdzni¢ trzy podstawowe rodzaje ryzyka modeli finansowych:
— ryzyko w zakresie struktury modelu,
— ryzyko estymacji modelu,
— ryzyko zastosowania modelu.

Zostang przedstawione te trzy rodzaje ryzyka oraz dzialania, jakie tworzacy
model oraz jego uzytkownik powinni podja¢ w celu zmniejszenia ryzyka modelu.

1.1. Ryzyko w zakresie struktury modelu

Takie ryzyko dotyczy konstrukcji modelu, np. wadliwej postaci funkcyjnej
modelu, nieuwzglednienia istotnych zmiennych oraz dynamiki w modelu. Przy-
ktadem jest model stop zwrotu akcji, w ktorym zatozono rozktad normalny, co
jest zbyt duzym uproszczeniem w przypadku istnienia grubych ogonow.

Analiza ryzyka w zakresie struktury modelu jest analiza jakosciowa. Polega
ona na weryfikacji zatozen modelu i jego postaci. Czasem moze tez by¢ przy-
datna weryfikacja empiryczna modelu na danych historycznych — stosowana jest
tu czgsto nazwa testowanie wsteczne. Mozna tez przedstawi¢ kontrargument, iz
funkcjonowanie modelu w przesztosci niekoniecznie moze by¢ dobrym wskaz-
nikiem co do tego, jak bedzie dziatal w przysztosci. Jesli jednak okaze sig, ze
model zle funkcjonuje na danych historycznych, moze to oznacza¢, ze nie
uwzglednia on pewnych istotnych zmiennych — a to jest wtasnie problem ryzyka
w zakresie struktury modelu.

1.2. Ryzyko w zakresie ocen parametréw modelu

Dotyczy to estymacji modelu, ktora moze by¢ przeprowadzona za pomoca
roznych technik i z zastosowaniem réznych zbioréw danych. Przyktadem jest
estymacja wspotczynnika beta za pomoca klasycznej metody najmniejszych
kwadratow, w ktorej nie bierze si¢ pod uwagg mozliwosci wystgpowania obserwacji
nietypowych, jak réwniez faktu niestacjonarnosci zmiennych danych w postaci
szeregOw czasowych.
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Analiza ryzyka estymacji modelu moze by¢ przeprowadzona za pomoca na-
rzedzi iloSciowych. Mozna tu zaproponowac proste podejscie, polegajace na
analizie wrazliwosci modelu ($cislej: zmiennej wyjSciowej modelu) na zmiany
wartos$ci jego parametrow. Dzigki temu jest mozliwa identyfikacja tych parame-
trow modelu, ktére maja duzy wptyw na wyniki. Pomocne moze tez by¢ wyko-
rzystanie przedzialow ufnosci dla parametréw, tam gdzie sa one znane.

1.3. Ryzyko zastosowania modelu w specyficznej sytuacji

Dotyczy to sytuacji, gdy prawidlowy (w sensie struktury i oszacowania) model
jest stosowany w otoczeniu, w ktorym warunki sa inne niz te, w jakich model si¢
sprawdzit. Przykladem jest zastosowanie modelu wyceny opcji na wschodzacym
rynku, charakteryzujacym si¢ niska ptynnoscia oraz niewielkim do§wiadczeniem
uczestnikow rynku.

Analiza ryzyka zastosowania modelu jest zazwyczaj analiza jakoSciowa,
polegajaca na sprawdzeniu zatozen i warunkow stosowania modelu oraz odnie-
sieniu ich do rynku, na ktérym chcemy go stosowac.

W bardzo wielu modelach finansowych wystepuja miary ryzyka. Jesli cho-
dzi o miary ryzyka rynkowego, to najbardziej ogdlna klasyfikacja wyréznia:

— miary oparte na rozktadzie stop zwrotu;

— miary wrazliwosci.

Gltowna réznica migdzy tymi dwiema grupami polega na tym, ze w pierwszej
analizowany jest ,.efekt ryzyka” (w postaci rozktadu statystycznego), zas w dru-
giej analizowane sg tez czynniki ryzyka (poprzez analiz¢ wrazliwo$ci zmiennej
wyjsciowej na te czynniki).

W pierwszej grupie miar znajdujg si¢:

— miary zmiennosci rozktadu,
— kwantyle rozktadu,
— warto$ci dystrybuanty rozktadu.

Zostana przedstawione dwa podstawowe przypadki, w ktorych wystepuje
ryzyko modelu wynikajace z faktu, ze miara ryzyka podlega oszacowaniu. Roz-
patrywana jest podstawowa miara ryzyka, mianowicie odchylenie standardowe
stopy zwrotu. W modelach finansowych odchylenie standardowe zwykle nazy-
wane jest po prostu zmiennoscia (volatility).

2. Model portfela dwusktadnikowego o najnizszym ryzyku

Teoria portfela (por. Markowitz, 1952) jest to historycznie pierwszy model
finansowy, w ktorym pojawita si¢ miara zmiennos$ci (wariancja stopy zwrotu).
Jak wiadomo, ryzyko portfela (mierzone odchyleniem standardowym stopy
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zwrotu) zalezy od ryzyka sktadnikow tego portfela oraz od wspdlczynnikow
korelacji stop zwrotu tych sktadnikow. Bledne oszacowanie tych elementéw moze
prowadzi¢ do niedoszacowania (badz przeszacowania) ryzyka tego portfela.

W dalszej czesci bedzie rozwazane zagadnienie wyznaczania portfela o mi-
nimalnym ryzyku (Minimum Variance Portfolio), przy czym dla uproszczenia
rozpatrywany jest jedynie portfel dwusktadnikowy.

Udziaty sktadnikéw w dwusktadnikowym portfelu o minimalnym ryzyku
dane sa nastgpujacymi wzorami:

W = Szz —SS,0),
1 2 2
S +S,° —-288,p,

W S —SSP
2 2 2
S +S —-28s5p),

W dalszych rozwazaniach nie jest analizowane ryzyko modelu wynikajace
z oszacowania wspotczynnika korelacji. Problemowi temu po§wigcony jest arty-
kut Jajugi (2010). Nastgpnie bedzie rozpatrywane jedynie ryzyko wynikajace
z estymacji odchylenia standardowego stop zwrotu obu sktadnikéw portfela.

W celu analizy tego ryzyka wykorzystano wzor na przedziat ufnosci odchy-
lenia standardowego dla duzej proby:

(1)

)

P 3 <o < S =l-a
1+ua/\/% l—ua/\/% 3)

P(-u, <U <u)=1-a )

gdzie U jest zmienng o standaryzowanym rozktadzie normalnym.

Nalezy pamigtaé, ze podstawowe uproszczenie w tym podej$ciu wynika
z zatozenia, iz rozpatrywana populacja ma rozktad normalny.

Mozna przyja¢, ze dolny i gorny kraniec przedzialu ufnosci informuja
o niedoszacowaniu badz przeszacowaniu odchylenia standardowego. Wskazuja
zatem na ryzyko modelu portfela dwusktadnikowego wynikajace z estymacji
odchylenia standardowego.

W celu zilustrowania tego zagadnienia rozwazany jest przyktad wskazujacy
na wpltyw estymacji odchylenia standardowego na ryzyko portfela o minimal-
nym ryzyku (MVP). Ryzyko tego portfela wyznacza si¢ za pomoca klasycznego
wzoru na ryzyko portfela dwusktadnikowego z zastosowaniem udziatow danych
wzorami (1) i (2).



Ryzyko modelu a miary ryzyka 77

Przyjmijmy, iz liczba obserwacji, na podstawie ktérych oszacowano odchy-
lenie standardowe, wynosi 50, za§ poziom ufnosci to 0,95. Po zastosowaniu
wzorow (3) i (4) otrzymuje si¢ przedziat ufnosci dany wzorem:

0,8365< o < 1,244s (5)

W przyktadzie rozpatrywane sa dwa przypadki, jesli chodzi o warto$¢ od-
chylenia standardowego sktadnikéw portfela:
— taka sama warto$¢ odchylenia standardowego obu sktadnikdéw, rowna 20%;
— istotnie r6zne wartosci odchylenia standardowego, wynoszace odpowiednio
10% 1 50%.
Analizowane sa tez dwa przypadki, jesli chodzi o warto§¢ wspotczynnika
korelacji stop zwrotu, mianowicie 0,1 oraz 0,5.
Tabela 1 przedstawia wartosci odchylenia standardowego portfela MVP
W pigciu scenariuszach:
— prawidtowo oszacowane oba odchylenia standardowe (symbol DD);
— niedoszacowane oba odchylenia standardowe (symbol NN);
— niedoszacowane pierwsze, a przeszacowane drugie odchylenie standardowe
(symbol NP);
— przeszacowane pierwsze, a niedoszacowane drugie odchylenie standardowe
(symbol PN);
— przeszacowane oba odchylenia standardowe (symbol PP).

Tabela 1
Ryzyko portfela MVP wedlug r6éznych scenariuszy

Odchylenie Odchylenie Wspotczynnik | Ryzyko | Ryzyko | Ryzyko | Ryzyko | Ryzyko

standardowe standardowe o,

pierwszego drugiego korelacji stop portfela | portfela | portfela | portfela | portfela

skladnika skladnika zwrotu bD NN NP PN PP

20% 20% 0,1 14,83% | 12,40% | 14,50% | 14,50% | 18,45%
20% 20% 0,5 17,32% | 14,48% | 16,40% | 16,40% | 21,55%
10% 50% 0,1 9,95% 8,32% 8,36% 12,20% | 12,38%
10% 50% 0,5 9,45% 7,90% 7,70% 12,11% | 11,75%

Zrédto: Obliczenia whasne.

Z tab. 1 wynika, iz:
— niedoszacowanie (przeszacowanie) miar ryzyka powoduje niedoszacowanie
(przeszacowanie) ryzyka portfela, co jest naturalne;
— wielko$¢ bledu oszacowania ma wigksze znaczenie w przypadku przeszaco-
wania niz niedoszacowania;
— wspotczynnik korelacji stop zwrotu nie ma wigkszego znaczenia dla niedo-
szacowania badz przeszacowania ryzyka portfela.
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3. Model wyceny opcji

Klasycznym modelem wyceny opcji europejskich jest model Blacka-
-Scholesa-Mertona (por. Black, Scholes, 1973; Merton, 1973). Wartos¢ opcji ma
istotne znaczenie dla praktyka, ktory podejmuje decyzje dotyczace zabezpiecze-
nia przed ryzykiem badz decyzje inwestycyjne z zastosowaniem tego instrumen-
tu pochodnego.

Rozpatrywany jest tu najprostszy przypadek, w ktorym instrument podsta-
wowy nie przynosi zadnych dochodow przed wygasnigciem opcji. Wystepuje tu
zatem klasyczny model wyceny Blacka-Scholesa, w ktorym warto$¢ opcji zalezy
od pigciu czynnikéw. Sposréd nich cztery sa znane: warto$¢ instrumentu pod-
stawowego, cena wykonania, czas do wygasnigcia opcji oraz stopa wolna od
ryzyka (za ktora czgsto przyjmuje sig¢ stopg z rynku miedzybankowego). Ozna-
cza to, ze te cztery czynniki nie wptywaja na ryzyko modelu wyceny opcji.

Inaczej jest w przypadku piatego czynnika, ktérym jest zmiennos$¢ wartosci
instrumentu podstawowego, mierzona jako odchylenie standardowe stopy zwro-
tu tego instrumentu. Praktycy dziatajacy na rynku opcji zazwyczaj si¢gaja po
jeden z dwoch sposobow estymacji zmiennoS$ci.

Pierwszym jest zastosowanie tzw. zmiennosci historycznej, czyli estymacja
odchylenia standardowego (badz wariancji) za pomoca modeli ekonometrycz-
nych i statystycznych, przy zastosowaniu danych historycznych dotyczacych
warto$ci instrumentu podstawowego. Gtowna wada tego sposobu jest to, ze
zmienno$¢ w najblizszej przysztosci moze si¢ r6zni¢ od zmiennosci przeszie;j.

Drugim sposobem jest zastosowanie tzw. zmiennosci implikowanej, ktora
polega na ,,odwréceniu” modelu Blacka-Scholesa i wyznaczeniu zmienno$ci na
podstawie obecnych cen opcji. Zasadnicza wada tego sposobu jest przyjecie
zatozenia, ze rynek jest w stanie rownowagi okreslanym modelem Blacka-
Scholesa, a obecnie obserwowana zmienno$¢ jest dobrym oszacowaniem ocze-
kiwan co do przysztej zmiennosci.

Warto zatem zadac¢ pytanie, jakie jest ryzyko modelu wyceny opcji wynika-
jace z btednego oszacowania zmienno$ci, tzn. z tego, ze zmiennos¢ zrealizowana
w okresie do wygasnigcia opcji bedzie rézna od oszacowanej zmiennosci.

Odpowiedz daje analiza wrazliwosci warto$ci opcji na zmiany zmiennosci.
Do tego celu mozna wykorzysta¢ jeden z tzw. greckich wspotczynnikow, kto-
rym jest wspotczynnik vega. Standardowo wykorzystywany jest on jako miara
ryzyka rynkowego opcji, natomiast tutaj postuzy on do oceny ryzyka modelu
wyceny opcji.

Wspotczynnik vega (w klasycznym przypadku modelu Blacka-Scholesa)
dany jest nastepujacym wzorem (por. Hull, 2011):
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vega = Sg(d )WT (6)

gdzie:

S— wartos¢ instrumentu podstawowego,

T — czas do wygasnigcia opcji,

@ — gesto$¢ standaryzowanego rozktadu normalnego,

d, — argument funkecji, okre$lony wzorem (por. Hull, 2011):

ln(>s() +(r+ 622)T

AT

d, (7)

gdzie:

X — cena wykonania (tzw. strike),

I — stopa wolna od ryzyka,

o — odchylenie standardowe stopy zwrotu instrumentu podstawowego.

Wspotezynnik vega wskazuje na zmiany wartosci opcji przy jednoprocen-
towych zmianach zmiennos$ci. Standardowo wykorzystywany jest w réznych
strategiach opcyjnych, m.in. prowadzacych do uzyskania portfela opcji odporne-
g0 na zmiany zmiennosci instrumentu podstawowego.

Z punktu widzenia ryzyka modelu wyceny opcji istotne sa dwie wtasciwo-
$ci tego wspotczynnika (ceteris paribus):

— warto§¢ vega jest najwyzsza, gdy wartos¢ instrumentu podstawowego jest
rowna cenie wykonania (tzw. opcja at-the-money — ATM);
— warto$¢ vega jest tym wyzsza, im dluzszy jest czas pozostaty do wygasnigcia.

W charakterze ilustracji przedstawiony jest przyktad okreslenia wspotczynnika
wrazliwosci vega dla roznych okresow do wygasnigcia opcji (7, 31, 91 i 182 dni)
oraz roznego poziomu relacji migdzy warto$cig instrumentu podstawowego,
wynoszaca 100, a ceng wykonania (pi¢¢ rdéznych wartosci: 80, 90, 100, 110,
120). W przyktadzie tym stopa wolna od ryzyka wynosi 5% (dla wszystkich
rozpatrywanych terminéw).

Warto$ci wspotczynnika vega przedstawia tab. 2.

Tabela 2
Wartosci wspotczynnika vega wedhug roznych scenariuszy
Liczba dni do Vega: Vega: Vega: Vega: Vega:
wygasnigcia Strike = 100 | Strike = 90 Strike = 80 | Strike= 110 | Strike =120
7 13,30 0 0 0 0
31 28,77 0,02 0 0,23 0
91 48,08 2,91 0 13,14 0,17
182 65,48 12,05 0,13 44,48 6,37

Zrédto: Obliczenia wlasne.



80 Krzysztof Jajuga

Wyniki zawarte w tab. 2 potwierdzaja teoretyczne wiasciwosci. Wynika
znich, ze problem ryzyka estymacji w klasycznych modelach wyceny opcji
wystepuje w zasadzie jedynie w przypadku opcji ATM, tzn. takich, w ktorych
cena wykonania jest bliska warto$ci instrumentu podstawowego, ewentualnie
w przypadku opcji o dtugim terminie do wygasnigcia.

Podsumowanie

Przenoszenie danego modelu w czasie (zmiana funkcjonowania rynku) lub
w przestrzeni (inny rynek) moze prowadzi¢ do jego niewlasciwego zastosowania.
Jednym z podstawowych bledow tworcow i uzytkownikéw modeli jest dazenie do
tego, aby model byt precyzyjny oraz dobrze dopasowany do danych historycznych.

Modele stosowane na rynkach finansowych powinny spetnia¢ dwa warunki
brzegowe; by¢ po pierwsze odporne na zmiany warunkow rynkowych, a po dru-
gie — przejrzyste dla uzytkownika. Spelnienie pierwszego warunku moze
zmniejszy¢ ryzyko w zakresie obszaru zastosowan modelu. Z kolei spehienie
drugiego warunku oznacza zmniejszenie zagrozenia zwigzanego z zastosowa-
niem dobrego modelu w niewlasciwy sposob z powodu niezrozumienia modelu
przez uzytkownika.

Dobra praktyka powinno si¢ sta¢ uzupetianie kazdego modelu o informa-
cje na temat ryzyka tego modelu. Dotyczy to wszystkich modeli stosowanych
w finansach — od modelu wyceny opcji po rachunek zyskéw i strat spotki.
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MODEL RISK AND RISK MEASURES

Summary

The paper discusses the problem of model risk, defined as risk resulting from the
application of wrong model in real world. Three sources of model risk are distinguished:
risk related to the structure of the model, risk of model estimation and risk connected
with the application of the model.

The main part of the paper presents the measures that can be used to evaluate risk
of model estimation. Two particular cases are solved. The first one is the construction of
two stock portfolio with minimal risk, the second one is option pricing. In both cases
estimation risk results from the fact that main parameter, which is volatility (standard
deviation if returns), has to be estimated. Finally, the paper states important conditions to
limit model risk.





