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Wprowadzenie

Nowoczesne metody analizy portfelowej koncentruja si¢ na narzedziach
stuzacych ograniczeniu ryzyka estymacji zwigzanym z mozliwos$cia poniesienia
straty w wyniku btedow estymacji parametréw. Z punktu widzenia procesu alo-
kacji aktywow, szczegélnie istotne sa narzedzia ograniczania tego ryzyka
w sytuacjach obecnosci wielowymiarowych obserwacji odstajacych w probie
lub asymetrycznych rozktadoéw stop zwrotu. W niniejszej pracy alokacja akty-
wow jest rozumiana jako dobor aktywow w roznych proporcjach (poprzez roz-
wigzanie zadania optymalizacji udzialow portfela) celem osiagnigcia najwyzszej
oczekiwanej stopy zwrotu przy zalozonym poziomie ryzyka'.

Do metod stuzacych ograniczeniu ryzyka estymacji, ktérego zrodiem jest
wrazliwo$¢ optymalizowanej funkcji alokacji na nieznane warto$ci charaktery-
styk portfela naleza m.in.

— alokacja odporna (ang. robust allocation),
— alokacja bayesowska (ang. Bayesian allocation),
— odporna alokacja bayesowska (ang. robust Bayesian allocation).

Idea metody alokacji odpornej jest oparta na zatozeniu, ze parametry beda-
ce charakterystykami sktadowych portfela znajduja si¢ w otoczeniach zwanych
zbiorami niepewnosci (ang. uncertainty sets). Reprezentuja one tzw. profil inwe-
stora (ang. investor profile), gdyz sa odzwierciedleniem stosunku inwestora do
ryzyka estymacji. Jednym z proponowanych w literaturze podej$¢ jest wybor
portfela w pesymistycznym scenariuszu, zakladajacym, ze oczekiwane stopy
zwrotu aktywow beda najnizsze z mozliwych a ryzyko najwigksze. Wybor port-
fela odpornego w sensie tej metody pozwala uzyska¢ mozliwie najwyzsza stopg
zwrotu portfela przy najmniej korzystnym poziomie ryzyka. Zadanie alokacji

! Jest to definicja zgodna z gléwnym zalozeniem polityki lokacyjnej funduszy emerytalnych i inwesty-
cyjnych.
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odpornej jest zadaniem maxminowym®, polegajacym na maksymalizacji ocze-
kiwanej stopy zwrotu dla najgorszego przypadku ze wzgledu na minimalny
oczekiwany zwrot portfela, pod warunkiem, ze najwigksze oczekiwane ryzyko
portfela jest nie wigksze niz ustalona warto§¢ maksymalnego dopuszczalnego
ryzyka portfela [Meucci 2005].

Alokacja bayesowska dotyczy konstrukcji portfeli maksymalnego oczeki-
wanego zwrotu przy ograniczeniu na ryzyko, ktorych charakterystyki sa szaco-
wane na podstawie rozktadow a posteriori oczekiwanej stopy zwrotu i ryzyka
sktadowych portfela. Istota analizy bayesowskiej jest uwzglednienie w procesie
estymacji informacji spoza proby reprezentowanej przez rozktad a priori.
W podejsciu alokacji bayesowskiej [Meucci 2005] inwestor moze formutowaé
rozktady a priori stop zwrotu na przyktad opierajac si¢ na analizie techniczne;,
fundamentalnej lub ekstrapolacji na podstawie przesztych obserwacji stop zwro-
tu. Uwzglednienie oprocz informacji z proby réwniez wiedzy a priori, dotycza-
cej warto$ci parametrow, moze zmniejsza¢ btedy spowodowane szacowaniem
oczekiwanej stopy zwrotu portfela, a wigc ogranicza¢ ryzyko estymacji.

Trzecia z wymienionych metod jest potaczeniem alokacji odpornej i aloka-
cji bayesowskiej [Meucci 2006]. Doktadny opis formalny metodologii alokacji
odpornej, alokacji bayesowskiej i odporno-bayesowskiej wraz ze specyfikacja
zbioréw niepewnosci oraz przyktad ich aplikacji na danych rzeczywistych pol-
skiego rynku kapitalowego mozna znalez¢ m.in. w pracach Orwat [2010] i Or-
wat-Acedanska [2011].

W tej oraz powyzszych pracach ryzyko estymacji jest utozsamiane z r6zni-
ca migdzy wartosciami charakterystyk portfela otrzymanych przy zatozeniu
macierzy kowariancji 1 wektora wartosci oczekiwanych stop zwrotu z rozkladu
populacji oraz otrzymanych przy zatozeniu ocen tych parametrow szacowanych
na podstawie proby. Wartosci charakterystyk portfela optymalizowanego przy
zatozeniu macierzy kowariancji i wektora oczekiwanych stop zwrotu z rozktadu
populacji sa okreslane na potrzeby pracy mianem rzeczywistych charakterystyk.
Praca podejmuje oceng przydatnosci odporno-bayesowskiego modelu alokacji
z innej perspektywy niz przedstawiono to w poprzedniej pracy autorki [Orwat-
-Acedanska 2011]. Celem artykutu jest zbadanie, w jakim stopniu wartos¢ rze-
czywistego ryzyka portfela przekracza ustalona wartos¢ dopuszczalnego ryzyka
portfeli optymalizowanych klasycznie i odpornie-bayesowsko oraz w przypadku
ktorych portfeli przekroczenia te sa wigksze. Celem porownania wartosci rze-
czywistego ryzyka portfeli i dopuszczalnego ryzyka zastosowano metody staty-
stycznej symulacji dla réoznych typow rozktadow populacji stop zwrotu. Analiza

2 Zadanie wyboru portfela metoda alokacji odpornej jest szczegélnym przypadkiem odpornej
optymalizacji (ang. robust optimization). Estymatory punktowe charakterystyk sktadowych
portfela sa w tej metodologii klasycznymi ocenami parametrow i w tym kontekscie nie jest ona
tozsama z estymacja odporng (ang. robust estimation).



104 Agnieszka Orwat-Acedanska

ta ma na celu oceng przydatnosci metody odpornej alokacji bayesowskiej
w sytuacji, gdy zatozenie, ze stopy zwrotu aktywoéw maja rozktad normalny, nie
jest spetnione.

Podrozdziat pierwszy zawiera opis metodologii odpornej alokacji bayesow-
skiej. Etapy procedury badawczej sa wymienione w podrozdziale drugim, nato-
miast glowne charakterystyki rozktadow wykorzystanych w analizie empirycznej
zamieszczono w podrozdziale trzecim. Zatozenia oraz wyniki przeprowadzonych
analiz empirycznych zawiera podrozdzial czwarty.

1. Metodologia odpornej alokacji bayesowskigj

Charakterystyczna cecha tej metody jest uwzglednienie tzw. profilu inwe-
stora. Jest on reprezentowany przez:

— zbiory niepewnosci® dla wartoéci oczekiwanej i macierzy kowariancji skta-
dowych portfela, ktére z okreslonym prawdopodobienstwem zawieraja nie-
znana warto§¢ parametru (im wigksze prawdopodobienstwo pokrycia przez
zbidr niepewnosci nieznanej wartosci parametru, tym inwestor okreslajacy to
prawdopodobienstwo cechuje si¢ wigksza awersja do ryzyka estymacji dane-
g0 parametru);

— wiedze a priori' inwestora dotyczaca przyjecia przez warto$é oczekiwang oraz
macierz kowariancji okreslonych wartosci, przy czym ryzyko estymaciji odnosi
si¢ przede wszystkim do losowego charakteru rozwazanych parametrow.

Taka ,,dwukierunkowa” charakteryzacja profilu inwestora jest zaleta meto-
dy odpornej alokacji bayesowskiej. Z jednej strony bowiem zbiory niepewnosci
odzwierciedlajg postawe inwestora wobec ryzyka estymacji charakterystyk skta-
dowych portfela, z drugiej strony wiedza a priori inwestoréw powinna popra-
wia¢ doktadno$¢ oszacowan parametrow.

Celem zapisu odporno-bayesowskiego modelu alokacji przyjeto nastgpuja-
ca notacje: W= (4, Ly,..., 1) — wektor losowy wartosci oczekiwanych stop

zwrotu, X — macierz kowariancji wektora losowego stop zwrotu (R, R,,...,R,)".
Oczekiwana stopa zwrotu k-sktadnikowego portfela X=(x,x,,...,x;) ze zbioru
dopuszczalnego C={:x>0X1=I} ma posta¢ Xx'p, natomiast Jx'Ex jest ryzy-
kiem portfela.

Przypomnijmy, ze klasyczne zadanie alokacji (zadanie Markowitza mak-
symalizacji oczekiwanej stopy zwrotu przy ograniczeniu na ryzyko) ma postac:

3 Jest to element whasciwy alokacji odporne;.
4 Jest to element whasciwy alokacji bayesowskiej.
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max x'p

xeC ) (1)

pw JX'XEx<vy

Odporno-bayesowski odpowiednik tego zadania ma postac:

max min x'p

xel "69"3 ’ (2)
p-w max Vx'Xx <v
Xe®,,

gdzie: @ ny Oy , sa bayesowskimi zbiorami niepewnosci parametrow p i X, na-

tomiast v jest ustalona wartoscia maksymalnego dopuszczalnego ryzyka portfela.
Istnieje wiele mozliwosci specyfikacji zbioréw niepewnosci’. Jedna z pro-
pozyciji spotykanych w literaturze sa elipsoidy niepewnosci® dla warto$ci ocze-
kiwanej 1 macierzy kowariancji stop zwrotu. Inwestor moze wyznaczy¢ wartosci
estymatorow parametru potozenia i parametru ksztattu elipsoid oraz promienie
elipsoid na podstawie szeregu czasowego stop zwrotu. Jesli stopy zwrotu maja
wielowymiarowy rozktad normalny, wowczas estymatory parametru potozenia
i parametru ksztattu elipsoid oraz ich promienie maja znane okreslone rozktady,
co utatwia ich analityczne wyznaczenie oraz interpretacj¢ probabilistyczna.
Zalozmy zatem, ze wektor losowy stop zwrotu R,, t=1,2,...,7 ma roz-
ktad normalny z wartos$cia oczekiwana p i macierza kowariancji X (w skrocie
R, ~ N, (1r,X))’, wowczas podejécie bayesowskie w alokacji odpornej umoz-
liwia naturalna specyfikacjg elipsoidalnych zbioréw niepewnosci. Sa one wy-
znaczone przez obszary, w ktorych rozklady a posteriori parametrow p i X cha-
rakteryzuja si¢ najwyzsza gestoscia, co oznacza, ze srodki elipsoid pokrywaja
si¢ z modalnymi rozkltadow a posteriori tych parametréw. Oznaczmy przez

Na przyktad R.H. Tiitlincli i M. Koenig [2004] konstruuja zbiory niepewnosci w postaci prze-
dziatow; D. Goldfarb i G. Iyengar [2001] wykorzystuja przedziat jako zbior niepewnosci dla
wektora warto$ci oczekiwanych, natomiast zbior niepewnosci dla macierzy kowariancji kon-
struuja za pomoca modeli czynnikowych.

6 Zob. A. Meucci [2005; 2006].

T

Woéweczas estymator p(I,)=7"YR, ma k-wymiarowy rozklad ¢-Studenta z T stopniami swobo-
t=1

dy, parametrem  potozenia p, macierza  kowariancji T'%. Estymator

illr):T 'i(x —i(I,))X —(1,)) ma rozklad Wisharta z T stopniami swobody i macierza kowarian-

P

cji T7'27".
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i, ={r,r,,....r,} szereg czasowy 7T obserwacji, begdacy realizacja zbioru
{R,Ry,.. . Ry} =1 wektorow losowych stop zwrotu.

Zanim przy powyzszych zatozeniach zostana podane postacie elipsoid nie-
pewnosci, okre§limy rozktady a priori i a posteriori parametrow p i £°. W tym
celu oznaczmy przez w,(i;,d,), X,(i;,d,) wartosci oczekiwane brzegowych
rozktadow a posteriori parametrow odpowiednio p i X, a przez n,, X, — para-
metry rozktadu a priori odpowiednio dla p, X. Natomiast d, bedzie ilosciowym

odpowiednikiem profilu inwestora, bedacym zbiorem nastgpujacych wartosci:
do ={T,,0, 10, %}, 3)

gdzie: 7,, v, — liczby reprezentujace stopien przekonania inwestora o jego
subiektywnej wiedzy dotyczacej prawdziwych wartosci parametréw odpowied-
nio p i X. Im wigksze wartosci 7, v, w stosunku do 7, tym wigksze znaczenie

ma wiedza a priori w wyznaczeniu rozktadu a posteriori.
Przy powyzszych zalozeniach i oznaczeniach rozktady a priori parametrow
R i X sa nastgpujace [Meucci 2006]:

T s
pIE~N, (g, —); & 1NWl\f(Uo’_O)’ (4)
T, Uy

gdzie: W, (00,261 /vy) oznacza rozktad Wisharta z v, stopniami swobody

i macierza kowariancji 251 /vy.

Rozktady a posteriori parametréw p i X sa natomiast nastepujace [Meucci 2006]:

, X ' (y,d
H|Z~Nk(l‘1(lT=d0)’F);E 1~Wk(UI=M)’ ®)

1 U

. . 1 A e
1

8w praktyce rozktad a priori moze by¢ okreslany dowolnie. W przypadku implementacji odpor-
nej alokacji bayesowskiej wiaze si¢ to z koniecznos$cia stosowania procedur catkowania nume-
rycznego do oszacowania momentow rozktadu a posteriori. W zwiazku z tym analityczne wy-
znaczenie parametrow rozkladow a posteriori, znacznie ulatwiajace stosowanie metody, jest
mozliwe przy zalozeniu, ze rozktad stop zwrotu ma rozktad normalny.
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Bayesowski elipsoidalny zbior niepewnosci parametru p [Meucci 2006]:

O, =: (m-p(ir.do)) S, (ir.do) (n—R(iz.de))<qp }.  (6)

gdzie:

qﬁg — kwadrat promienia elipsoidy, bedacy kwantylem rzedu Ph rozktadu ;(2
z k stopniami swobody (qﬁ = le (Pu))

n(i;,d.) — warto$¢ oczekiwana wektora losowego p w rozktadzie a posteriori

parametru p, przy czym (i d) = (i de)
S, (ir,de) — macierz kowariancji rozktadu a posteriori parametru p:

b

. 1
S, (ir.de)=—

3 221(ir,dc) (7)
1 U

Bayesowski elipsoidalny zbiér niepewnosci dla parametru X [Meucci 2006]:

@zB ={X: VeCKZ_ZMod(iradc))’ S; (iy,do) vecHE—X\ 4(ir,dp)) < Q§B 1, (8)

gdzie:
Xod(i7,ds) — modalna macierzy kowariancji X w rozktadzie a posteriori
parametru X:
. v, .
Zpiod (i, do) = ————X(i.d,), ©)
v+k+1

Sy (i;,d,) — macierz kowariancji modalnej macierzy X w rozktadzie a posteriori:
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20]

(0 +k+1)° (D} (21" (ir.do) ® " (ir.de) D)™ (10)
1

Sz(iTadc) =

q%B — kwadrat promienia elipsoidy Oy ,, (%Z:B = Zl?(kﬂ)/z (P):B )

Przy powyzszych specyfikacjach elipsoid niepewnosci, zadanie (2) sprowa-
dza si¢ do rownowaznej postaci:

max xX'm(iz,de) = yy, VX' E1(ir,do)x}
S

p-w x'X(iy,do)Xx'< 7z,

(11)

W celu otrzymania doktadnego rozwiazania zadania (10), nalezy je przeksztatci¢
do zadania optymalizacji stozkowej drugiego rzedu (SOCP — ang. second order
cone program)’.

Spetienie zatozenia normalnosci stop zwrotu umozliwia bezposrednia in-
terpretacje probabilistyczna elipsoidalnych zbioréw niepewnosci'®. Jesli rozktad
stop zwrotu nie jest rozktadem normalnym, wowczas trudno arbitralnie dobraé
warto$ci promieni elipsoid majacych prosta interpretacje probabilistyczna. Po-
wstaja zatem pytania:

— Jaka jest statystyczna ,,jako$¢” wynikéw dla portfeli bedacych rozwiazaniem
zadania (11) w sytuacjach, gdy rozktad stop zwrotu populacji nie jest wielo-
wymiarowym rozktadem normalnym? Czy przeprowadzenie wowczas anali-
zy empirycznej przy specyfikacjach okreslonych pod warunkiem zatozenia
normalno$ci jest nadal uzyteczne?

— Czy uwzglednienie elementu bayesowskiego w modelu alokacji odpornej,
czyli wiedzy a priori inwestora o warto$ciach parametrow p,,X,, ma
wplyw na odsetek przypadkow, w ktorych rzeczywiste ryzyko portfela prze-

kracza poziom dopuszczalny oraz $rednie przekroczenie'' dopuszczalnego
ryzyka portfeli?

® Optymalizacja stozkowa jest rodzajem programowania wypuklego z liniowa funkcja celu, zbiér
dopuszczalnych rozwiazan jest przecigciem hiperplaszczyzny rzeczywistej i stozka.

10 Wartos¢ promienia elipsoidy jest wowczas oszacowana na podstawie rozktadu chi-kwadrat.

" W ten sposob okreslono wartosé przekroczenia, ktéra pokazuje, o ile érednio rzeczywiste ryzy-
ko portfela przekracza warto$¢ dopuszczalnego ryzyka portfela.



Weryfikacja odporno-bayesowskiego modelu alokaciji... 109

Odpowiedziom na powyzsze pytania stuzy realizacja celu pracy za pomoca em-
pirycznej analizy porownawczej wynikow dla portfeli klasycznych, odpornych
i odporno-bayesowskich przy réznych warto§ciach parametréw oraz rdznych
typach rozktadéw populacji stop zwrotu.

2. Etapy procedury badawczej

a) generowanie N prob liczacych n stop zwrotu z wielowymiarowego rozkladu
o zadanych parametrach;

b) optymalizacja klasyczna i odporno-bayesowska portfeli na podstawie otrzy-
manych prob przy zatozeniu macierzy kowariancji i wektora wartosci ocze-
kiwanych z rozktadu populacji stop zwrotu;

¢) analiza wielko$ci przekroczen dopuszczalnego ryzyka portfeli w zaleznosci
od wartosci dopuszczalnego ryzyka portfeli;

d) analiza rzeczywistych charakterystyk portfela w zaleznosci od zmian warto-
sci dopuszczalnego ryzyka;

e) analiza poréwnawcza uzyskanych wynikow dla portfeli optymalizowanych
klasycznie i portfeli odporno-bayesowskich.

Wymienione etapy badawcze przy uwzglednieniu wybranych wariantow
przeprowadzono dla réznych typow rozktadow stop zwrotu.

3. Rozkfady populacji wykorzystane w analizie empirycznej

Oproécz rozktadu normalnego, jednym z rozktadow wykorzystanych w ana-
lizie empirycznej jest uogodlniony rozktad t-Studenta. Funkcja ggstosci jedno-
wymiarowego uogolnionego rozktadu t-Studenta ma postac:

r v+l | v+l
2 ( A jz{ A(r— p)? ]2
A | RN , (12)

S gy :W .y »

gdzie u, A sa parametrami odpowiednio potozenia i skali, v jest liczba stopni

swobody. Warto$¢ oczekiwana oraz wariancja zmiennej losowej R sa postaci:
E(R)=Mod(R)=pu,dlav>1 (12)
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2 1 v
D°(R)y=———,dlav>2. (13)
(R) o7

Ocena ryzyka portfeli jest takze dokonywana przy zatozeniu rozktadu
Gumbela, ktory jest szczegdlnym przypadkiem rozktadu GEV (ang. Generalized
Extreme Value distribution). Funkcja gestosci rozktadu Gumbela zmiennej lo-
sowej R ma posta¢ [Gumbel 1954]:

ze ~F
7 ,gdzie z=e 4 | (14)

f(r)=

natomiast £, A sa parametrami odpowiednio potozenia i skali.

Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej R o tym rozktadzie jest postaci:
ER)=pu+ Ay, (15)

gdzie v jest stata Eulera—Mascheroniego, a wariancja wyraza si¢ wzorem:

72_2

1)2(}3):?;12 . (16)

W analizie empirycznej uwzgledniono réwniez rozktad Laplace’a, charak-
teryzowany nastgpujaca funkcja gestosci:

-4l

S pp=75e A (17)

Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej R o tym rozkladzie sa naste-
pujace:

ER)=u, (18)

D?*(R)=24. (19)
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4. Wyniki analizy empirycznej

Na wstgpie badania przyjeto zalozenie, ze analizowane portfele sa dwu-
sktadnikowe, a stopy zwrotu dwoch klas aktywow sa nieskorelowane. Metoda staty-
stycznej symulacji wygenerowano N préb (N = 5000) pochodzacych z populacji
dwuwymiarowego rozkladu normalnego o nastgpujacych parametrach bazowych:

n=(2), L= [5 2} . (20)

Na podstawie kazdej z nich dokonywano optymalizacji portfeli: klasycznych
odpornych oraz odporno-bayesowskich, przeprowadzajac kolejne analizy. Bada-
no odsetek przypadkow, w ktorych rzeczywiste ryzyko portfela przekraczato
poziom dopuszczalny v oraz warto$¢ przekroczenia, ktéra pokazywala, o ile
srednio rzeczywiste ryzyko portfela (Srednie przekroczenie) przekroczyto war-
tos¢ v . Opis, zatozenia oraz wyniki analiz zawieraja punkty A-C.

Wymienione w rozdziale drugim etapy procedury badawczej przeprowa-
dzono najpierw przy zatozeniu wielowymiarowego rozktadu normalnego popu-
lacji stop zwrotu o ustalonych parametrach. We wszystkich analizach przyjgto
nastgpujace zalozenia:

— liczebnoé¢ kazdej proby: n=100;
— prawdopodobienstwo, okreslajace wielko$¢ promienia elipsoidy dla wektora

p:p,=0;
— prawdopodobienstwo, okreslajace wielkos¢ promienia elipsoidy dla macierzy
X p, =0,25.

Wszystkie obliczenia wykonano w programie Matlab za pomoca procedur
zbudowanych przez Autorke. Zadania optymalizacji odporno-bayesowskiej
przeksztatcono do postaci SOCP za pomoca formatu SeDuMi [Stiirm 1999].

A. Analiza wplywu wiedzy a priori inwestora o wartosciach parametrow
I, X, rozkladu a priori na odsetek przekroczen i $rednie przekroczenie do-

puszczalnego ryzyka portfela przy zatozeniu, ze populacja stop zwrotu ma
wielowymiarowy rozktad normalny z wartoscia oczekiwana P i macierza
kowariancji X.
Analizy dokonano dla 4 przykladowych wariantéw wiedzy a priori inwestora,
odzwierciedlajacej jego oczekiwania co do ksztaltowania si¢ wartosci oczekiwa-
nej stopy zwrotu i ryzyka skladowych portfela. W szczegolnosci wiedza ta wy-
raza postawe inwestora wobec ryzyka sktadowych portfela. Przyjete zalozenia
0 N, X, maja charakter pogladowy i stuza ocenie ,,wptywu” elementu bay-

esowskiego w alokacji odporne;.
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Wariant 1 — Inwestor nie posiada wiedzy a priori o warto$ciach parametrow
Iy, X, . Zadanie (10) sprowadza si¢ wowczas do zadania alokacji odpornej [Or-

wat 2010; Orwat-Acedanska 2011, 2012], przy zatozeniu elipsoidy niepewnosci
dla macierzy kowariancji X, element bayesowski nie wystgpuje, tzn.
TO = 0 5 UO = 0 .

Wariant 2 — Inwestor posiada wiedz¢ a priori o wartosciach parametrow
I,,X, dokladnie odzwierciedlajaca ,rzeczywisto$¢” — wartosci parametrow
I, X, pokrywaja si¢ z ich odpowiednikami w rozktadzie populacji stop zwro-

tu, tzn.:
_(12)'_ Xy = ! =X
po=1L2)=n, Xy= =

Inwestor cechuje si¢ jednakze awersja do ryzyka estymacji macierzy kowariancji
(zatozenie elipsoidy niepewnos$ci dla X) oraz niepewnoscia co do rzeczywistych
wartosci p, X .

Wariant 3 — Inwestor posiada taka sama wiedzg a priori o parametrze p, jak
w wariancie 2, lecz jego wiedza dotyczaca X, odzwierciedla postawg ,,asekura-

cyjna” wobec ryzyka sktadowych portfela — przeszacowuje je:

(2 =p. T, = L5 0
Ro=WU2) =1, &0 = 0 4l

Wariant 4 — Inwestor posiada taka sama wiedzg a priori o parametrze p, jak
w wariancie 2 i 3, lecz jego wiedza dotyczaca X, odzwierciedla postawg

,,optymistyczng” wobec ryzyka sktadowych portfela — niedoszacowuje on tego

Iyzyka, tzn.:
= (1 2)' = Xy = ’
B=002)=n, Xy= .

Wyniki uzyskane przy powyzszych wariantach poré6wnano z wynikiem uzyska-
nym dla klasycznych portfeli. Zalezno§¢ odsetka przekroczen dopuszczalnego
ryzyka portfela od wielkosSci dopuszczalnego ryzyka dla wariantow 1-4 oraz
portfeli klasycznych przedstawia rysunek 1.
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ryzyka portfela

Ddestek przekroczen dopuszczalnego

Rys. 1. Zalezno$¢ odsetka przekroczen dopuszczalnego ryzyka portfela od wielkosci dopuszczal-
nego ryzyka portfela, przy zatozeniu, ze populacja stop zwrotu ma wielowymiarowy roz-
ktad normalny

Wyniki symulacji zestawione w postaci rysunku 1 wskazuja, ze w podejsciu
alokacji odpornej (wariant 1) odsetek przypadkow, w ktorych rzeczywiste ryzy-
ko portfela przekracza poziom dopuszczalny jest ponad 2-krotnie mniejszy niz
w podejsciu klasycznym. Odsetek przekroczen nie zalezy od wartosci dopusz-
czalnego ryzyka, zarowno w przypadku portfeli klasycznych, jak rowniez od-
pornych. Uwzglednienie elementu bayesowskiego w zadaniu alokacji odpornej
ma juz jednak istotny wplyw na odsetek przekroczen dopuszczalnego ryzyka
portfela. W przypadku wariantu 2 poziom ten prawie nie zalezy od wartosci
dopuszczalnego ryzyka portfela, jednak jest on 2-krotnie mniejszy niz w przy-
padku portfeli z wariantu 1 i prawie 5-krotnie mniejszy w stosunku do portfeli
klasycznych. Dla portfeli konstruowanych przez inwestora ,asekuracyjnego”
wobec ryzyka skladowych portfela (wariant 3) odsetek przekroczen wzrasta
natomiast od poziomu 1% do 10% wraz ze wzrostem dopuszczalnego ryzyka,
a nastgpnie utrzymuje si¢ na statym poziomie, takim jak w przypadku wariantow
2 1 4. ,Optymistyczna” postawa inwestora wyrazona wariantem 4 determinuje
portfele odporno-bayesowskie, ktorych odsetek przekroczen wraz ze wzrostem
dopuszczalnego ryzyka maleje do wartosci 7,28. Dla poczatkowych wartosci
dopuszczalnego ryzyka przekroczenia te sa wigksze od przekroczen przez port-
fele okreslone pozostalymi wariantami. Reasumujac, odsetek przekroczen do-
puszczalnego ryzyka portfeli odpornych i odporno-bayesowskich jest zdecydo-
wanie mniejszy niz w przypadku portfeli klasycznych, co dowodzi, ze portfele te
sa bezpieczniejsze z tego punktu widzenia. Uwzglednienie elementu bayesow-
skiego w alokacji odpornej (model odporno-bayesowski) wptywa na odsetek
przekroczen dopuszczalnego ryzyka portfeli (w stosunku do jego poziomu
w podejsciu klasycznym i alokacji odpornej).



114 Agnieszka Orwat-Acedanska

Ostatnie wnioski sg prawdziwe rowniez dla $redniego przekroczenia do-
puszczalnego ryzyka portfela, przy zatozeniu, ze populacja stop zwrotu ma wie-
lowymiarowy rozklad normalny (rys. 2). Srednie przekroczenie dla portfeli odpor-
no-bayesowskich jest prawie 3-krotnie mniejsze niz portfeli odpornych i 4-krotnie
mniejsze niz klasycznych.
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Rys. 2. Zalezno$¢ sredniego przekroczenia dopuszczalnego ryzyka portfela od wielkosci dopusz-
czalnego ryzyka portfela, przy zatozeniu, ze populacja stop zwrotu ma wielowymiarowy
rozktad normalny

Zalezy ono od zmian warto$ci dopuszczalnego ryzyka portfela — w przypadku kla-
sycznej alokacji oraz odpornej alokacji ro$nie ona wraz ze wzrostem dopuszczalne-
go ryzyka portfela do pewnej wartosci, a nastgpnie zaznacza si¢ tendencja malejaca.

Analizowane zalezno$ci dla wszystkich wariantow odporno-bayesowskich maja

natomiast charakter rosnacy.

B. Analiza pordéwnawcza wynikow — zaleznosci odsetka przekroczen i $redniego
przekroczenia dopuszczalnego ryzyka portfela od wartosci dopuszczalnego
ryzyka portfela — migdzy réznymi typami rozktadow z uwzglednieniem wa-
riantdw wiedzy a priori inwestora.

W przypadku kazdego rozwazanego wariantu 1-4 odsetek przekroczen dopusz-

czalnego ryzyka portfela jest najmniejszy, gdy populacja stop zwrotu ma rozktad

normalny. Nie ma natomiast zasadniczych réznic migdzy poziomami odsetka
przekroczen dla poszczegdlnych pozostatych rozwazanych rozktadow. Roznica
migdzy poziomem odsetka przekroczen dla rozkladu normalnego a poziomem
odsetka dla grupy pozostatych rozkladow jest srednio wielkosci 10%. Jest to
niewiele w poroéwnaniu z odsetkiem przekroczen dla wszystkich rozkladow

(tacznie z normalnym) w przypadku portfeli klasycznych (rys. 3e) ktory utrzy-

muje si¢ na poziomie okoto 55%.

Dokonujac analogicznej analizy, z punktu widzenia sredniego przekroczenia
dopuszczalnego ryzyka (rys. 4), nalezy stwierdzi¢, ze w analizowanych modelach
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odporno-bayesowskich (warianty 2-4) nie ma zasadniczych r6znic migdzy pozio-
mami tej wielkosci dla poszczegolnych rozwazanych rozktadow (w tym rozkladu
normalnego). Najwigksze réznice (w ksztattowaniu sig sredniego przekroczenia)
migdzy rozktadem normalnym a pozostalymi rozwazanymi rozktadami zachodza
w przypadku alokacji odpornej (rys. 4a).

Wyniki analizy w punkcie B przemawiaja za uznaniem stosowania metody
odpornej alokacji bayesowskiej za nadal uzyteczne w przypadku rozwazanych
w pracy rozkladow innych niz normalny, biorac pod uwage odsetek i srednie
przekroczenie dopuszczalnego ryzyka portfela.
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Rys. 3. Zalezno$¢ odsetka przekroczen dopuszczalnego ryzyka portfela od wielkosci dopuszczalnego
ryzyka portfela, przy zatozonych wariantach, dla réznych rozktadéw populacji stop zwrotu
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Rys. 4. Zalezno$¢ sredniego przekroczenia dopuszczalnego ryzyka portfela od wielkosci dopusz-
czalnego ryzyka portfela przy wariantach 1-4, dla réznych rozktadéw populacji stop

zwrotu

C. Analiza rzeczywistych charakterystyk portfela w zaleznos$ci od zmian warto-
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$ci dopuszczalnego ryzyka.

Przyktadowo, na rys. 5 zilustrowano wyniki tej analizy dla przypadku roz-
ktadu t-Studenta w wariancie 3. Portfele odporno-bayesowskie cechuja si¢
mniejsza rzeczywista stopa zwrotu i rzeczywistym ryzykiem niz portfele kla-
syczne. Fakt ten jest prawdziwy rowniez w przypadku pozostatych wszystkich
wariantoOw oraz pozostatych rozwazanych rozktadéw populacji stop zwrotu.

b) wariant 2
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Rys. 5. Zalezno$¢ rzeczywistych charakterystyk portfeli od dopuszczalnego ryzyka w przypadku
rozktadu t-Studenta i wariantu 3

W tabelach 1 1 2 zamieszczono wartosci rzeczywistych charakterystyk portfeli
w zaleznosci od wartosci dopuszczalnego ryzyka portfela dla rozwazanych wa-
riantdw oraz rozktadow stop zwrotu. Wartosci rzeczywistych stop zwrotu i rze-
czywistego ryzyka portfeli sa bardzo zblizone w poszczegélnych wariantach 1- 4
oraz rozkladach.

Tabela 1
Zalezno$¢ rzeczywistej stopy zwrotu portfeli od dopuszczalnego ryzyka
Dopuszczalne ryzyko | Portfele | rozktad normalny — warianty | rozklad t-Studenta — warianty
portfela klasyczne| 1 2 3 4 1 2 3 4
12 1,485 [ 1,425 1,441 (1,394 | 1,467 | 1,412 | 1,440 | 1,382 | 1,469
1,6 1,604 [ 1,554 1,561 (1,547 [ 1,573 | 1,559 | 1,563 | 1,548 | 1,574
2 1,694 | 1,644 | 1,650 | 1,643 | 1,656 | 1,652 | 1,651 | 1,645 | 1,657
24 1,771 [ 1,718 | 1,723 [ 1,720 [ 1,726 | 1,724 | 1,726 | 1,722 | 1,727
2,8 1,839 | 1,782 | 1,788 | 1,786 | 1,788 | 1,790 | 1,790 | 1,787 | 1,790
32 1,896 | 1,839 | 1,846 | 1,845 [ 1,845 ] 1,846 | 1,848 | 1,848 | 1,848
3,6 1,944 | 1,892 | 1,898 | 1,899 | 1,899 | 1,892 | 1,900 | 1,901 | 1,901
Dopuszczalne ryzyko | Portfele | rozktad Laplace’a — warianty | rozklad Gumbela — warianty
portfela klasyczne| 1 2 3 4 1 2 3 4
1,2 1,485 | 1,408 | 1,441 | 1,382 | 1,469 | 1,409 | 1,442 | 1,386 | 1,468
1,6 1,604 | 1,561 | 1,562 | 1,548 | 1,574 | 1,559 | 1,562 | 1,548 | 1,573
2 1,694 | 1,653 | 1,652 | 1,645 | 1,658 | 1,650 | 1,650 | 1,645 | 1,657
2.4 1,771 | 1,729 | 1,726 | 1,723 | 1,727 | 1,725 | 1,724 | 1,721 | 1,728
2.8 1,839 [ 1,790 | 1,789 [ 1,788 | 1,791 | 1,789 | 1,790 | 1,788 | 1,791
3,2 1,896 | 1,846 | 1,848 | 1,848 | 1,847 | 1,844 | 1,848 | 1,847 | 1,847
3,6 1,944 | 1,889 | 1,902 | 1,899 [ 1,900 | 1,892 | 1,899 | 1,901 | 1,900
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Tabela 2

Zalezno$¢ rzeczywistego ryzyka portfeli od dopuszczalnego ryzyka

Dopuszczalne ryzyko | Portfele | rozktad normalny — warianty | rozklad t-Studenta — warianty
portfela klasyczne| 1 2 3 4 1 2 3 4

1,2 1,226 | 1,086 [ 1,095 | 1,003 | 1,161 | 1,100 | 1,101 | 1,003 | 1,169

1,6 1,631 | 1,444 [ 1,457 | 1,407 | 1,499 | 1,480 | 1,465 | 1,416 | 1,506

2 2,039 | 1,801 | 1,816 | 1,783 | 1,843 | 1,856 | 1,826 | 1,798 | 1,852

24 2,450 (2,160 | 2,170 | 2,157 | 2,189 | 2,212 | 2,190 | 2,171 | 2,200

2,8 2,858 12,515 (2,531 2,520 | 2,536 | 2,580 | 2,551 | 2,534 | 2,553

32 3,241 (2,862 | 2,893 | 2,886 | 2,887 | 2,927 | 2,911 | 2,912 | 2,907

3,6 3,583 (3,213 3,245 3,248 | 3,249 | 3,232 | 3,263 | 3,271 | 3,270

Dopuszczalne ryzyko | Portfele | rozklad Laplace’a — warianty | rozklad Gumbela — warianty
portfela klasyczne| 1 2 3 4 1 2 3 4

1,2 1,226 | 1,103 | 1,101 | 1,004 | 1,170 | 1,096 | 1,103 | 1,007 | 1,167

1,6 1,631 | 1,488 [ 1,463 | 1,414 [ 1,509 | 1,478 | 1,461 | 1,416 | 1,504

2 2,039 | 1,866 (1,831 | 1,801 [ 1,859 | 1,844 | 1,822 | 1,799 | 1,853

2,4 2,450 2,243 (2,193 2,176 | 2,201 | 2,214 | 2,180 | 2,166 | 2,205

2,8 2,858 |[2,587|2,548 | 2,543 | 2,559 | 2,574 | 2,548 | 2,536 | 2,556

32 3,241 | 2,9312,912 (2,913 | 2,905 | 2,913 | 2,909 | 2,905 | 2,903

3,6 3,583 (3,212 3,277 | 3,256 | 3,264 | 3,231 | 3,257 | 3,266 | 3,260

Podsumowanie

W artykule weryfikowano model odpornej alokacji bayesowkiej dla roz-
nych typdéw rozkladow za pomoca podejscia symulacyjnego. Sprowadzalo si¢ to
do badania wptywu btedu estymacji na ryzyko portfela, bedacego rozwigzaniem
problemu maksymalizacji stopy zwrotu z portfela przy ograniczeniu na jego
wariancje. W tym celu porownywano wyniki dla klasycznej alokacji Markowit-
za i odpornej alokacji bayesowskie;.

Druga z metod pozwala na uwzglednienie poziomu niepewno$ci inwestora
zwigzanej z szacowaniem charakterystyk sktadowych portfela na podstawie proby
oraz jego wiedzy a priori dotyczacej ksztaltowania sig rzeczywistych wartosci tych
charakterystyk w populacji. Te dwa elementy sktadajace sig¢ na tzw. profil inwestora
stuza ograniczeniu ryzyka estymacji charakterystyk sktadowych portfela.

Niniejsze opracowanie jest kontynuacja pracy autorki [Orwat-Acedanska
2012] weryfikujacej odporny model alokacji dla réznych typoéw rozktadéw za
pomoca podejscia symulacyjnego. W poprzedniej pracy poddano analizie m.in.
liczbe i wielko$ci przekroczen dopuszczalnego ryzyka portfeli oraz rzeczywi-
stych charakterystyk portfeli w zalezno$ci od warto$ci dopuszczalnego ryzyka,
liczebnosci podprob i1 wielkosci elipsoid niepewnos$ci dla macierzy kowariancji
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i wektora wartos$ci oczekiwanej. Majac na wzgledzie uzyskane tam wnioski,
w niniejszej pracy skupiono uwage na aspekcie bayesowkim w modelu odpor-
nym. W szczegdlnosci analizowano wplyw wiedzy a priori inwestora na poziom
przekroczen dopuszczalnego ryzyka portfela oraz ksztaltowanie si¢ rzeczywi-
stych charakterystyk portfela w zaleznosci od tego ryzyka. Porownanie wynikow
tych analiz dla roznych typow rozktadow stop zwrotu stuzyto ocenie przydatno-
sci metody w sytuacji, gdy rozktad stop zwrotu populacji nie jest wielowymia-
rowym rozktadem normalnym.

W pracy pokazano, ze omdwione podejscie odporno-bayesowskie pozwala
uzyskac portfele, ktore sa bezpieczniejsze z punku widzenia inwestora, biorac
pod uwage niepewno$¢ zwiazang z szacowaniem ich charakterystyk na podsta-
wie proby. W szczegolnosci dla rozktadu normalnego, odsetek i $rednie prze-
kroczenie dopuszczalnego ryzyka (w zaleznosci od wartosci przekroczen do-
puszczalnego) portfeli odporno-bayesowskich sa zdecydowanie mniejsze niz
w przypadku portfeli klasycznych. Ponadto, uwzglednienie elementu bayesow-
skiego w alokacji odpornej wplywa na zmiang odsetka przekroczen w zaleznosci
od wartosci dopuszczalnego ryzyka portfela. W przypadku sredniego przekroczenia,
,»wlaczenie” elementu bayesowskiego w alokacje odporna powoduje natomiast
zmniejszenie sredniego przekroczenia dopuszczalnego ryzyka portfela.

Whioski te sa rowniez prawdziwe dla pozostatych rozkltadow rozwazanych
w pracy, przy czym odsetek przekroczen dopuszczalnego ryzyka portfela w przy-
padku tych rozktadow jest wigkszy (Srednio o 10%) niz dla rozktadu normalne-
go. Przemawia to jednak za uznaniem metody odpornej alokacji bayesowskiej za
nadal uzyteczng w przypadku rozwazanych w pracy rozktadow innych niz nor-
malny, biorac pod uwage odsetek i srednie przekroczenie dopuszczalnego ryzy-
ka portfela. Portfele odporno-bayesowskie cechuja sig takze mniejsza rzeczywi-
sta stopa zwrotu 1 rzeczywistym ryzykiem niz portfele klasyczne. Fakt ten jest
prawdziwy rowniez w przypadku pozostatych rozwazanych rozktadoéw populacji
stop zwrotu innych niz rozktad normalny.
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VERIFICATION OF THE ROBUST-BAYESIAN ASSET ALLOCATION MODEL
FOR DIFFERENT TYPES OF DISTRIBUTION - SIMULATION APPROACH

Summary

In the paper robust Bayesian allocation method was verified for different distribu-
tions of returns using simulation approach. An impact of estimation error on the portfolio
risk was examined when portfolios were built as a solution to the problem of maximizing
expected return with restrictions imposed on its variance. Classical Markowitz approach
results were compared to the robust Bayesian approach. Using simulations it was shown
that in robust Bayesian method a fraction of samples where a portfolio risk exceeded its
maximum limit as well as mean excess risk were much lower than in the classic appro-
ach. Moreover extending robust allocation with Bayesian approach significantly affects
the portfolio riskiness. This results also holds if the distribution of returns in nonnormal
although the differences are smaller.



