Joanna Trzesiok

OCENA WPLYWU ZMIENNYCH
OBJASNIAJACYCH NA ZMIENNA ZALEZNA
W METODZIE RZUTOWANIA PPR

Wprowadzenie

Metoda rzutowania PPR (projection pursuit regression), zaproponowana
przez J. Friedmana i W. Stuetzle’a w 1981 roku, jest jedna z nieparametrycznych
metod regresji. Przeprowadzone badania poréwnawcze pokazuja, iz modele
regresji otrzymane za jej pomoca charakteryzuja si¢ czgsto wyzsza doktadnoscia
predykcji niz modele generowane przez inne metody, zar6wno nieparametrycz-
ne, jak i klasyczne (zob. [4; 6; 7]). Jest to jednak jedna z metod, ktore czesto
okresla si¢ mianem ,,czarnej skrzynki”. Wyniki, ktére otrzymuje si¢ przy jej
uzyciu, nie sa zazwyczaj interpretowalne, dlatego tak wazne sa wszelkie proby
uzyskania dodatkowych informacji z otrzymanego modelu.

W artykule przedstawiono dwie procedury: eliminacji i dotaczania zmien-
nych, ktore redukuja ztozono$¢ modelu otrzymanego metoda PPR, pozwalaja na
wyodrebnienie zmiennych, ktéore maja najwigkszy wpltyw na zmienna zalezna,
jak rowniez powiekszaja zasob informacji uzyskanych ze zbudowanego modelu.

Celem artykutu, jak rowniez wspomnianych procedur eliminacji i dotacza-
nia zmiennych bedzie zbudowanie rankingu zmiennych objasniajacych pod
wzgledem ich sity wptywu na zmienna Y .

1. Metoda rzutowania PPR

Celem metody rzutowania jest transformacja danych z przestrzeni wielo-
wymiarowej w przestrzen o nizszym wymiarze, w ktorej tatwiej jest badaczowi
zaobserwowac pewne wlasnosci analizowanego zbioru obserwacji. Transforma-
cja ta odbywa si¢ poprzez zrzutowanie wektora zmiennych objasniajacych X
w kierunkach a, . Uzyskuje si¢ w ten sposob nowe zmienne:

Z, =0, -X,dak=1,.K, (1)
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gdzie @, € R" sa unormowanymi wektorami nazywanymi kierunkami rzutowania.

Model regresyjny, zbudowany za pomoca metody rzutowania, mozna
przedstawi¢ w postaci addytywne;j:

Y=1(X)=a,+Y B0(af X). @)
k=1

Funkcje sktadowe modelu g, (dla k =1,...,K) to funkcje jednej zmien-
nej, nazywane funkcjami grzbietowymi, o parametrach /3, . Estymatory tych
parametrow, a takze kierunkéw rzutowania o, otrzymuje si¢ w kolejnych kro-
kach algorytmu poprzez minimalizacjg btedu empirycznego (empirical risk):

ln
)=—2 (v - fx)), (3)

n

gdzie a z(al,az,...,aK) oraz f = (ﬂl,ﬂz,...,ﬂK).

Btad empiryczny przedstawiony we wzorze (3) mozna przeksztatci¢ do
nastepujacej postaci (zob. [5]):

n

Remp(a’B):% (ri _ﬂkgk(o‘l 'Xi))2 > 4)

i=l

gdzie:

=y —a,-Y A9(a x)dai=1..,n. 5)

Ik
Otrzymano w ten sposob dekompozycje btedu empirycznego na dwa sktad-
niki: reszt¢ czgsciowa I opisujaca zmiennos$¢, ktora nie zostata wyjasniona
przez funkcje sktadowe g, (dla | # K), oraz funkcje Q.
Algorytm minimalizacji bledu REmo jest pewnym uogoélnieniem metody

wykorzystujacej sprzezenie zwrotne (backfitting algorithm) i sktada si¢ z naste-

pujacych krokow [1, s. 255-259; 5]:

1. Ustal poczatkowe wartosci wspotrzgdnych wektorow a, oraz S, (dla
k=1,..,K) tak, aby:

Bidilel x,)=0.dlai=1..n. ©6)



106 Joanna Trzesiok

Przyjmij:
1 n
050 = ;Zy’ . (7)
i=1

2. Dlakazdego k =1,..., K wykonaj nastepujace kroki:

a) Oblicz reszty czg$ciowe:

T .
ri:yi—ao—Zﬂ,g,(a, -Xi),dlal=1,...,l’l. (8)
l#k
b) Wykonaj rzutowanie, az do osiagnigcia zbieznosci:
— ustal kierunek rzutowania @; i znajdz parametr £, minimalizujacy
wyrazenie:

n

1 T
Remp(a’B):HZ(ri_Bkgk(ak 'Xi))za (9)
i=1
— zmien wspoirzedne wektora o, w kierunku wyznaczonym przez wy-

razenie:
ak < ak _y.VRemp(ak) s (10)

gdzie ¥ > 0.
3. Zakoncz wykonywanie algorytmu, gdy jest spetnione ustalone wcze$niej
kryterium stopu lub gdy warto$¢ funkcji (3) nie zmienia si¢ znaczaco.

Najmniej ugruntowanym elementem metody rzutowania jest wybor liczby
funkcji sktadowych K w modelu regresyjnym (2). Warto$¢ tego parametru jest
zazwyczaj podawana przez uzytkownika.

Poprawe jakosci budowanego modelu mozna uzyskaé¢ wykorzystujac algo-
rytm SMART (smooth multiply additive regression), w ktérym badacz podaje
dwie warto$ci parametru K :

- K —poczatkowa (maksymalna) liczbe funkcji sktadowych,

pocz
- K

Stworzony zostaje model ztozony z K

— liczbe funkcji uzytych w koncowym modelu.

konc

funkcji g, , ktory z wykorzysta-

pocz
niem przyjetego kryterium zostaje stopniowo przycinany, az do uzyskania funk-
cji f,ktorajestsuma K, = skladowych g, .

konc
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2. Procedura doboru zmiennych objasniajacych do modelu
zbudowanego metoda rzutowania PPR

Metoda rzutowania, jako nieparametryczna metoda regresji, nie zaklada
znajomosci rozkladu sktadnika losowego w modelu czy analitycznych postaci
zwiazkow migdzy zmiennymi. Jest narzedziem, ktore nie wymaga spelnienia
wielu restrykcyjnych zalozen, przez co znaczaco zostal zwigkszony jej obszar
zastosowan. W praktyce czesto stosuje si¢ t¢ metodg do analizy zbioréow danych
charakteryzowanych przez duza liczbg zmiennych. Otrzymuje si¢ wtedy ztozony
model, ktorego wspotczynniki nie sa interpretowalne.

Zastosowanie procedury doboru zmiennych objasniajacych do modelu po-
zwala na istotna redukcje liczby zmiennych, a co za tym idzie — zlozono$ci mo-
delu. Okazuje si¢ rowniez, ze procedura ta pozwala na popraweg dokladnosci
predykcji, a takze stworzenie rankingu zmiennych pod wzgledem ich sity wpty-
wu na zmienna zalezna. W ten sposob badacz, czy decydent, otrzymuje prostszy
model, dajacy mniejsze bledy prognoz, jak roéwniez dodatkowa informacjg
o tym, ktore zmienne sa najbardziej istotne dla tego modelu.

W artykule przedstawiono dwa warianty procedury doboru zmiennych ob-
jasniajacych do modelu regresyjnego: eliminacj¢ zmiennych oraz dotaczanie
zmiennych.

2.1. Procedura eliminacji zmiennych z modelu

Procedura eliminacji zmiennych opiera si¢ na strategii wspinaczki. W pierw-
szym etapie tej procedury zostaje zbudowany model na oryginalnym zbiorze
wszystkich zmiennych. W kazdym kolejnym kroku zostaje usunig¢ta jedna
zmienna wedtug ustalonego a priori kryterium i jest budowany model na po-
mnigjszonym zbiorze zmiennych. Wykorzystywanym Kkryterium jest w tym
przypadku minimalny btad $redniokwadratowy liczony metoda sprawdzania
krzyzowego. W ten sposob kolejno sa eliminowane zmienne, ktére maja naj-
mniejszy wplyw na zmienna zalezng. Procedura jest powtarzana tak dlugo, az
w zbiorze zostanie tylko jedna zmienna. Ta wlasnie zmienna ma najsilniejszy
wplyw na zmienng Y .

Procedure eliminacji zmiennych z modelu mozna przedstawi¢ w nastepuja-
cych krokach:

1. Za pomoca metody rzutowania PPR zbuduj model regresyjny f,, wykorzy-

stujac kompletny zbior zmiennych objasniajacych:
V, ={X;,X,,... X,.}.

2. Dla j =1,...,m—1 wykonaj nastepujace kroki:
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a) Ze zbioru zmiennych objasniajacych V_/.f1 usun tymczasowo jedng zmien-

na, wykonujac t¢ czynno$¢ kolejno dla kazdej ze zmiennych, i zbuduyj
(m — j +1) modeli regresyjnych za pomoca metody PPR.

b) Dla wszystkich zbudowanych w poprzednim kroku modeli oblicz, metoda
sprawdzania krzyzowego z podzialem zbioru danych na pig¢ czgsci, btad
sredniokwadratowy.

c¢) Ostatecznie w kroku j wyeliminuj zmienna, ktorej usunigcie w najmniej-
szym stopniu zmienito doktadno$¢ predykceji modelu, a wige ta, dla ktorej
obliczony blad Sredniokwadratowy jest najmniejszy. Zredukowany zbior
zmiennych oznacz przez V', natomiast uzyskany najmniejszy blad sred-

niokwadratowy zapamigtaj jako MSE', .
d) Przyjmij jako model f ; ten model regresyjny, ktéry byl zbudowany na

zbiorze zmiennych oznaczonym przez V', i ktéremu odpowiada btad

sredniokwadratowy MSE ;.

3. Z otrzymanego ciagu modeli regresyjnych { f ].} - (z malejaca liczba

=0
zmiennych) wybierz ten model, dla ktorego btad Sredniokwadratowy MSE;

jest najmniejszy. Jest to model koncowy zbudowany za pomoca metody rzu-
towania PPR z wykorzystaniem procedury eliminacji zmiennych.

W kazdym kroku tej procedury zostaje wyeliminowana jedna zmienna, ta,
ktéra ma najmniejszy wptyw na zmienna zalezna. Otrzymuje si¢ zatem ranking
zmiennych pod wzgledem ich sily wptywu na zmienng Y, gdzie najbardziej
istotna jest zmienna, ktora pozostaje na koncu w zbiorze zmiennych.

Obliczany na kazdym etapie btad sredniokwadratowy pozwala na wybranie
takiego modelu, ktéremu jest przyporzadkowany najmniejszy MSE . Zmienne
wykorzystane do budowy tego modelu to zmienne, ktére majg istotny wptyw na
zmienng zalezna. Pozostate to zmienne redundantne.

W wyniku zastosowania procedury eliminacji otrzymuje si¢ model, ktory
jest rozwigzaniem optymalnym jedynie w sensie lokalnym. Zaleta tego podejscia
jest jednak stosunkowo niska ztozonos¢ algorytmu.

2.2. Przyktad ilustrujacy procedure eliminacji zmiennych z modelu

Przedstawiona procedura eliminacji zmiennych z modelu, zbudowanego
metoda rzutowania, zostanie przedstawiona na przyktadzie zbioru danych Bo-
ston. Obserwacje przedstawione w tym zbiorze zostaly zebrane i opublikowane
w 1978 roku przez Harrisona oraz Rubinfelda, badaczy, ktorzy zajmowali sig
wykrywaniem zalezno$ci pomigdzy cenami nieruchomosci w Bostonie a jako-
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$Scig zycia. Jest to zbidr szeroko znany i wykorzystywany do sprawdzania jakosSci
modeli regresyjnych. Zgromadzone dane sa charakteryzowane przez trzynascie
zmiennych objasniajacych:

crim — wskaznik przestepstw,

zn — frakcja obszaréw zaludnionych przekraczajacych 25 000 stop kwadra-
towych,

indus — wskaznik industrializacji,

chas — zmienna zero-jedynkowa wskazujaca, czy teren znajduje si¢ w poblizu

rzeki Charles,

nox — koncentracja tlenku azotu,

rm — $rednia liczba pokoi,

age — procent budynkow sprzed 1940 roku,

dis — wazona odleglos¢ do pigciu skupisk miejsc zatrudnienia w Bostonie,
rad — dostep do autostrady,

tax — wysokos¢ placonych podatkow,

ptratio — liczba uczniéw na jednego nauczyciela,

black — procent ludno$ci afroamerykanskiej,

Istat — procent ludnosci o niskim statusie spotecznym.

Zmienng zalezna jest Y = medv, czyli mediana warto$ci domu w tys. dola-
row. Zbior Boston sklada si¢ z 506 obserwacji.

Wyniki uzyskane poprzez zastosowanie procedury eliminacji przedstawio-
no w tabeli 1.

Tabela 1

Wyniki dziatania procedury eliminacji zmiennych
Wyeliminowana . .
Etap y Jmienna Numery zmiennych usunietych z modelu MSE
0 - - 14,089
1 crim 1 11,964
2 rad 1 9 14,350
3 chas 1 9 4 11,331
4 age 1 9 4 7 12,435
5 zn 1 9 4 7 2 12,338
6 indus 1 9 4 7 2 3 12,042
7 dis 1 9 4 7 2 3 8 14,055
8 black 1 9 4 7 2 3 8 12 14,992
9 tax 1 9 4 7 2 3 8§ 12 10 14,995
10 ptratio 19 4 7 2 3 8 12 10 11 17,814
11 nox 1 9 4 7 2 3 8 12 10 11 5 19,962
12 m 1 9 4 7 2 3 8 12 10 11 5 6| 27,242
13 Istat
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Btad s$redniokwadratowy osiaga najmniejsza warto$¢, réwna 11,331, dla
modelu, z ktérego wyeliminowano zmienne: crim, rad, chas. Sa to zmienne re-
dundantne. Wprowadzenie ich do modelu powoduje zwigkszenie wartosci MSE
oraz zlozono$ci modelu. Pozostale dziesig¢ zmiennych ma istotny wplyw na
zmienng zalezna i posta¢ modelu.

Najwigkszy wplyw na medv ma zmienna, ktora otrzymano w ostatnim, 13.
kroku, natomiast najmniejsze znaczenie ma zmienna wyeliminowana w pierw-
szym etapie. Otrzymane wyniki pozwalaja na stworzenie rankingu zmiennych
objasniajacych pod wzgledem sity wplywu na zmienna zalezna (zob. tabela 2).

Tabela 2

Ranking zmiennych objasniajacych pod wzglgdem sity wplywu na zmienna
zalezna uzyskany za pomoca procedury eliminacji zmiennych

Nr w rankingu Zmienne
1 Istat
2 rm
3 nox
4 ptratio
5 tax . .
6 black zmienne 1stotne
7 dis
8 indus
9 zn
10 age
11 chas .
2 ad zmienne
- redundantne
13 crim

Najwigksze znaczenie dla zmiennej medv ma tutaj zmienna Istat, tak wigc
najwigkszy wplyw na mediang warto$ci domu ma procent ludnosci o niskim
statusie spotecznym. Kolejna wazna zmienna jest rm — srednia liczba pokoi.

2.3. Procedura dotaczania zmiennych do modelu

Alternatywnym podejsciem do eliminacji zmiennych z modelu regresyjne-
go jest procedura dolaczania zmiennych do modelu. Zaczyna si¢ w tym przy-
padku od modelu zbudowanego dla jednej zmiennej, by sukcesywnie dotaczac
do niego kolejne zmienne i na koncu otrzyma¢ model zbudowany na komplet-
nym zbiorze zmiennych.

W pierwszym etapie tej procedury buduje si¢ m modeli dla pojedynczych
zmiennych (gdzie m jest liczba zmiennych objasniajacych). Wybiera si¢ z nich
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najlepszy i1 w kazdym kolejnym etapie dolacza si¢ do niego zmienna wedlug

ustalonego a priori kryterium, ktorym ponownie jest minimalny btad $rednio-

kwadratowy.
Procedurg dolaczania zmiennych do modelu mozna przedstawi¢ w nastgpu-
jacy sposob:

1. Za pomoca metody rzutowania PPR zbuduj m modeli regresyjnych dla po-
jedynczych zmiennych objasniajacych. Dla kazdego modelu oblicz btad $red-
niokwadratowy metoda sprawdzania krzyzowego. Model, ktory odpowiada naj-
mniejszej wartosci MSE' , przyjmij jako model poczatkowy f,, za$ ze zmienne;

wykorzystanej do budowy modelu f, stworz poczatkowy, jednoelementowy

zbiér zmiennych V| . Pozostate zmienne niech tworza zbior W, _, .
2. Dla j =2,...,m wykonaj kroki:
a) Do zbioru zmiennych objasniajacych V_/f1 dodaj tymczasowo jedna zmienna

ze zbioru W

m—j+1°2

wykonujac t¢ czynno$¢ kolejno dla kazdej zmienne;j,
i zbudyj (m — j +1) modeli regresyjnych za pomoca metody PPR.

b) Dla wszystkich zbudowanych w poprzednim kroku modeli oblicz, metoda
sprawdzania krzyzowego z podzialem zbioru danych na pig¢ czgsci, btad
sredniokwadratowy.

c) Ostatecznie w kroku j dotacz do modelu t¢ zmienna, dla ktorej obliczony
btad $redniokwadratowy jest najmniejszy. Powigkszony zbidr zmiennych
tworzacych model oznacz przez V', pozostate zmienne przez W,

m—j*

Uzy-
skany najmniejszy blad $redniokwadratowy zapamigtaj jako MSE ', .

d) Przyjmij jako model f ; ten model regresyjny, ktory byl zbudowany na
zbiorze zmiennych oznaczonym przez V), i ktéremu odpowiada blad
Sredniokwadratowy MSE .

3. Z otrzymanego ciagu modeli regresyjnych { f

J}jzl,...,m (z rosnaca liczba

zmiennych) wybierz ten model, dla ktorego btad sredniokwadratowy MSE ;

jest najmniejszy. Jest to model koncowy zbudowany za pomoca metody rzu-
towania PPR z wykorzystaniem procedury dotaczania zmiennych.

Podobnie jak dla procedury eliminacji, mozna uzyskaé¢ ranking zmiennych
objasniajacych pod wzgledem ich sity wptywu na zmienng zalezng. Przy czym
najistotniejsza tym razem jest zmienna otrzymana w pierwszym kroku procedu-
ry, natomiast najmniejsze znaczenie ma zmienna, ktora dotacza si¢ do modelu
w ostatnim etapie. Zmienne, ktorych nie wykorzystano do budowy modelu kon-
cowego, to zmienne redundantne.
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Model koncowy, otrzymany za pomoca procedury dotaczania zmiennych,
jest rozwiazaniem optymalnym jedynie w sensie lokalnym. Ponadto procedura
dotaczania zmiennych do modelu, ze wzglgdu na pierwszy etap — budowy mode-
lu dla pojedynczej zmiennej, jest uwazana za mniej stabilng niz metoda elimina-
cji zmiennych. Z tego tez powodu jest ona rzadziej wykorzystywana w praktyce.

2.4. Przyktad ilustrujacy procedure dotaczania zmiennych do modelu

Ponownie, w celu ilustracji procedury dotaczania zmiennych, wykorzy-
stano zbior danych Boston. Uzyskane wyniki przedstawiono w tabeli 3.

Tabela 3

Wyniki dziatania procedury dotaczania zmiennych

Etap DZ(I)l}laiszl?lga Numery zmiennych wykorzystanych do budowy modelu | MSE
1 Istat 13 27,242
2 m 13 6 19,962
3 tax 13 6 10 15,785
4 nox 13 6 10 5 14,316
5 black 13 6 10 5 12 14,134
6 age 13 6 10 5 12 7 14,135
7 dis 13 6 10 5 12 7 8 14,134
8 rad 13 6 10 5 12 7 8 9 14,134
9 ptratio 13 6 10 5 12 7 8 9 11 14,133
10 indus 3 6 10 5 12 7 8 9 11 3 15,643
11 chas 13 6 10 5 12 7 8 9 11 3 4 15,643
12 crim 136 10 5 12 7 8 9 11 3 4 1 16,298
13 zn 13 6 10 5 12 7 8 9 11 3 4 1 2] 16,298

Najwigkszy wplyw na mediang warto$ci domu, tak samo jak poprzednio,
maja zmienne: Istat oraz rm, ktore zostaty dotaczone do modelu w pierwszym i dru-
gim kroku algorytmu. Kolejne zmienne w coraz mniejszym stopniu wptywaja na
zmienng zalezng. Ranking wszystkich zmiennych przedstawiono w tabeli 4.

Model koncowy, w tym przypadku, to model, dla ktorego btad sredniokwa-
dratowy jest rowny 14,133. Do budowy tego modelu wykorzystano dziewigé¢
zmiennych majacych istotny wplyw na zmienna medv. Pozostate zmienne: in-
dus, chas, crim i zn sa, w tym przyktadzie, zmiennymi redundantnymi.
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Tabela 4

Ranking zmiennych objasniajacych pod wzgledem sity wptywu na zmienna
zalezna uzyskany za pomoca procedury dotaczania zmiennych

Nr w rankingu Zmienne
1 Istat
2 rm
3 tax
4 nox
5 black zmienne istotne
6 age
7 dis
8 rad
9 ptratio
10 indus
11 chas zmienne
12 crim redundantne
13 zn

Wartos¢ wspotczynnika Spearmana — zgodno$ci uzyskanych rankingow
Wynosi:
rge =0,833.

Podsumowanie

W artykule przedstawiono dwie metody doboru zmiennych objasniajacych
do modelu regresyjnego: eliminacje¢ oraz dotaczanie zmiennych. Pomimo wbu-
dowanego w algorytmie metody PPR mechanizmu selekcji zmiennych opartego
na rzutowaniu zastosowanie omawianych metod doboru zmiennych doprowadzi-
to do poprawy doktadnosci predykcji modelu. Wykorzystanie mniejszej liczby
zmiennych dato w konsekwencji mniej skomplikowany model koncowy.

Systematyczna eliminacja lub dotaczanie zmiennych pozwolily na zbudo-
wanie rankingu zmiennych objasniajacych pod wzgledem: ich sity wptywu na
zmienng zalezna oraz zdolnosci poprawiania jakosci modelu PPR. W tym przy-
padku mozna takze oddzieli¢ zmienne istotne od zmiennych redundantnych.
Otrzymany ranking jest rowniez dodatkowa, wazna informacja dla badacza czy
decydenta postugujacego si¢ w analizie regresji metoda rzutowania PPR.
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DETERMINING THE INFLUENCE OF PREDICTOR VARIABLES ON THE
RESPONSE VARIABLE IN THE PPR MODELS

Summary

Projection Pursuit Regression (PPR) was introduced by J. Friedman and W. Stu-
etzle in 1981. It is one of the nonparametric regression methods. The benchmark studies
show very often the superiority of PPR models over other nonparametric or classical
regression models in terms of the test error. PPR produces a “black-box” prediction
machine and it suffers from the lack of interpretation. Thus it seems to be an important
issue to find the method for evaluating the influence of the predictor variables on the
response.

We present the procedure that might be used to examine the strength of the influence of
every predictor variable on the response variable in Projection Pursuit Regression models.





