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WPROWADZENIE

Statystyczne miary opisowe wartosci badanych zmiennych daty poczatek
rozwojowi metodologii pomiaru ryzyka zwigzanej z miarami ryzyka. Poczat-
kowo ryzyko bylo postrzegane jedynie w odniesieniu do rynkow kapitalowych
i koncentrowano si¢ na pomiarze ryzyka z wykorzystaniem miar zmienno$ci.
Kolejnym krokiem modelowania jest ilo§ciowa reprezentacja ryzyka w ustalo-
nym horyzoncie czasowym, a nastgpnie reprezentacja ryzyka poprzez wy-
znaczenie prawdopodobienstwa dla zadanych scenariuszy. Tego rodzaju po-
dejscie zapoczatkowalo rozwdj konstrukcji miar ryzyka zwanych miarami
zagrozenia. Nastgpnie pojawita si¢ grupa prac badawczych podejmujaca za-
gadnienie wlasnos$ci tych miar, a co za tym idzie — uzytecznosci w badaniach
i zastosowaniach praktycznych. Metodologia w tym obszarze badan wykorzys-
tuje metody symulacyjne Monte Carlo, analizy danych historycznych, jak
rowniez nieklasyczny opis statystyczny, np. regresj¢ kwantylowa. Kwantylowe
miary ryzyka majg zastosowanie jako miary ekstremalne dla pesymistycznych
scenariuszy. Opierajac si¢ na takim podejsciu, wykorzystuje si¢ miary warto$ci
zagrozonej oraz warunkowe miary wartos$ci zagrozonej z ograniczeniami na
wartosci lub typ rozkladu. Opisywane miary sa wyznaczane dla empirycznych
szeregow czasowych bedacych punktem wyjsécia do analiz z wykorzystaniem
metodologii stochastycznych opisow szeregow czasowych. Przedmiotem badan
bylo zastosowanie metodologii statystycznej analizy szeregdw czasowych do
opisu ryzyka z wykorzystaniem miar zmienno$ci oraz miar zagrozenia na rynku
kapitatowym i terminowym oraz na rynkach towarowych: w obrocie metalami
oraz na rynku energii.

Artykul Grazyny Trzpiot otwierajacy niniejszy Zeszyt Naukowy ma cha-
rakter teoretycznego wprowadzenia w metodologie teorii regresji kwantylowe;j
w ogonach rozktadow. Omowiono w nim w szczegolnosci ekstremalne wilas-
nosci regresji kwantylowej dla duzej proby. To szczegdlne badanie ma zna-
czenie aplikacyjne w kontekscie szeregdw czasowych o wysokiej czgstotli-
wosci. Drugi artykut tej Autorki to uporzadkowanie wlasnosci transformujacych
miar ryzyka. Oméwione wlasnosci wychodza naprzeciw nastgpujagcym prob-
lemom: zapewniaja, ze transformujaca miara ryzyka wykorzysta wszystkie
informacje z rozktadu prawdopodobienstwa strat oraz ze uzyje odpowiednio
tych informacji.
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Temat wielowymiarowego modelowania na rynku energii porusza artykut
Alicji Ganczarek-Gamrot. Oméwiono w nim klasyczne wielowymiarowe mo-
dele GARCH: modele VECH oraz BEKK, ktére w ogolnej swojej postaci
wymagaja estymacji wielu parametrow. W cze$ci badawczej wykorzystano
wielowymiarowy model czynnikowy O-GARCH do estymacji ryzyka zmiany
wartosci portfela ztozonego z kontraktow na energie¢ elektryczng.

Metodologiczne podejscie do stosowanych w praktyce modeli przyjmuje
w swoim artykule Agnieszka Orwat-Acedanska. Rozwaza wazny problem
ryzyka estymacji, rozumiany w kontekscie ryzyka inwestycji jako mozliwo$¢
poniesienia straty w wyniku btgdow estymacji parametrow modeli. Autorka po-
dejmuje ocen¢ przydatnosci metody alokacji odpornej, przeprowadzajac ba-
danie, w jakim stopniu warto$¢ ,,rzeczywistego” ryzyka portfela przekracza
ustalong warto$¢ dopuszczalnego ryzyka. Porownaniu wartos$ci ,,rzeczywistego”
ryzyka portfeli i dopuszczalnego ryzyka stuzy zastosowanie metod symulacji
rozktadu populacji.

Grazyna Trzpiot i Agnieszka Orwat-Acedanska potaczyly metodologie
klasycznego modelu analizy stylu Sharpe’a z pewng szczeg6lna wersja regresji
kwantylowej w badaniach rynku funduszy inwestycyjnych akcji. Zbadaty
wplyw pewnych czynnikéw na caly rozktad warunkowy stop zwrotu funduszu
poprzez modelowanie warunkowych kwantyli stop zwrotu wybranych funduszy
inwestycyjnych zréwnowazonych. Przedstawily uogdlnienie modelu analizy
stylu Sharpe’a do modelu wielorakiej regresji kwantylowej z ograniczeniami na
parametry (kwantylowa analiza stylu).

W artykule Grazyny Trzpiot i Przemystawa Jeziorskiego podjeto metodo-
logie wektorowych modeli autoregresyjnych (VAR), ktére pozwalaja na mo-
delowanie wielowymiarowych szeregow czasowych. Modele VAR zaktadaja,
ze modelowane szeregi czasowe posiadaja wlasnos$¢ stacjonarnosci. Istnienie
niestacjonarno$ci szeregdw czasowych uniemozliwia bezposrednig implement-
tacje modeli VAR. Podjeta analiza obejmuje wykorzystanie wilasnosci tych
modeli oraz szacowanie modeli VAR w odniesieniu do wybranych szeregéw
czasowych z rynku kapitatowego.

Model czynnikowy opisuje poziom stopy zwrotu poprzez dekompozycje
czynnikdéw na wlasciwe wszystkim aktywom i specyficzne dla konkretnie anali-
zowanego waloru. To podejscie przyjeli Grazyna Trzpiot i Dominik Krezotek
w swoim artykule, przedstawiajac trzy podstawowe grupy modeli czynniko-
wych: makroekonomiczne, fundamentalne oraz statystyczne. Badania empi-
ryczne skoncentrowano na rynku metali.

Problem wystepowania obserwacji odstajacych w szeregach czasowych
jest przedmiotem rozwazan zaré6wno na plaszczyznie praktycznej, jak i teore-
tycznej. W artykule Grazyny Trzpiot i Justyny Majewskiej przedstawiono
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klasyczna procedure identyfikacji obserwacji nietypowych wykorzystujaca esty-
macje¢ parametrow klasyczng metoda najwigkszej wiarygodno$ci oraz zmo-
dyfikowana procedure wykorzystujaca odporng metodg estymacji parametrow
(t-estymacjg). Zweryfikowano porownywane metody na danych empirycznych
pochodzacych z parkietow §wiatowych.

Zastosowanie podej$cia odpornego w modelowaniu na rynku energii
mozna znalez¢ w artykule Alicji Ganczarek-Gamrot i Justyny Majewskiej. Na
podstawie notowan z polskiej Towarowej Gieldy Energii dokonano analizy
zidentyfikowanych gwaltownych skokow zmienno$ci cen energii elektrycznej
oraz zastosowano odporne metody estymacji parametréw modeli GARCH.

Celem artykutu Agnieszki Orwat-Acedanskiej i Anny Ojrzynskiej jest
statystyczny opis struktury demograficznej czionkéw Otwartych Funduszy
Emerytalnych oraz zmian tej struktury w okresie badawczym 1999-2009.
Do analizy zmian struktury demograficznej cztonkéw OFE ogolem oraz wedtug
ptci i wieku zastosowano wybrane statystyczne wskazniki demograficzne.
Uzupeknienie opisu struktury demograficznej stanowi klasyfikacja funduszy pod
wzgledem struktury cztonkow wedtug roznych grup wiekowych.

Grazyna Trzpiot i Joanna Tomanek podejmuja zagadnienie szacowania
parametréw modeli przyblizajacych strukture terminowa stop procentowych
w aspekcie aproksymacji krzywej dochodowo$ci. Najszerszym podej$ciem mo-
delowania stop procentowych jest aproksymacja calej krzywej dochodowos$ci
poprzez estymacje¢ pewnej funkcji opisujacej wszystkie stopy procentowe, przy
czym parametry tej funkcji majg praktyczng interpretacje. Zastosowano dwa
modele: Nelsona-Siegela oraz Svenssona. Model Svenssona jest rozwinigciem
modelu Nelsona-Siegela. Model ten pozwala na wigksza elastyczno$¢ w mo-
delowaniu krzywej dzigki dwom dodatkowym parametrom. Przedstawiono row-
niez oszacowanie modelu Svenssona.

Przedstawione artykuly sa wynikiem badan statutowych prowadzonych
w zespole badawczym sktadajacym si¢ z mtodych naukowcow, adiunktow oraz
doktorantow, tworzgcych dynamiczng grupe poszukujaca nowego ujgcia zna-
nych podej$¢ do opisu ryzyka w szeregach czasowych. Wykorzystanie znanych
metodologii, ale zastosowanych w badaniach w odmiennych konfiguracjach,
pozwala na wskazanie obszar6w badan wczesniej niezauwazalnych badz nie
dos¢ ostro widzianych. Autorzy maja nadziej¢, ze przedstawione Czytelnikowi
wyniki badan pobudza do refleksji i pytan, co zawsze jest poczatkiem nowych
badan.

Grazyna Trzpiot






Grazyna Trzpiot

EKSTREMALNA REGRESJA KWANTYLOWA

Wprowadzenie

Omawiana metoda regresji — regresja kwantylowa — wyznacza estyma-
tory warunkowych kwantyli (Koenker, Bassett, 1978) objasnianej zmiennej Y
na podstawie warto$ci zmiennych objasniajacych X. Autorzy rozwingli regresje
medianowa Laplace’a (1818) (bezwzgledny minimalny estymator) oraz uogol-
nili zwykle kwantyle wyznaczane dla proby w zbior regresji kwantylowych.
Regresja kwantylowa jest waznym narzedziem w estymacji warunkowych
kwantyli wyjasnianej zmiennej Y, w przypadku gdy dysponuje si¢ macierza ko-
wariancji X. Moze by¢ wykorzystywana nie tylko do mierzenia efektoéw zmian
wartosci w centrum rozktadu, ale rowniez w prawym lub lewym ogonie roz-
ktadu. Ponizej przedstawiono teori¢ regresji kwantylowej w ogonach roz-
ktadow.

W artykule w szczegdlnosci zostang omoéwione ekstremalne wiasnosci
dla duzej proby (ekstremalny porzadek oraz centralny porzadek) estymatorow
regresji kwantylowej dla modelu liniowego regresji kwantylowej z obcietym
ogonem rozkladu do istotnego minimum rozwazanej dziedziny oraz domkniete
pod warunkiem ekwiwalentno$ci ogona wzgledem wartosci regresorow. Takie
zatozenia w modelowaniu 13acza ograniczenia teorii warto$ci ekstremalnych
z homoscedastycznoscia i1 heteroscedastycznos$cig liniowej specyfikacji analizy
regresji. W duzych probach ekstremalny porzadek regresji kwantylowej jest
stabo zbiezny do funkcjonatow catek stochastycznych procesu Poissona zalez-
nego od regresoréw, podczas gdy centralna kwantylowa regresja oraz jej funk-
cjonaly sa zbiezne do wektora o rozktadzie normalnym macierzy kowariancji
zaleznym od parametréw w ogonie oraz rozktadu parametrow.

Regresja kwantylowa ma wiele zastosowan w badaniach empirycznych
oraz wiele opracowan teoretycznych. W wielu waznych zastosowaniach regresji
kwantylowej wystgpuja studia tagczne z obserwacja wystepujacych warto$ci
ekstremalnych. W ekonometrycznych zastosowaniach mozna wskaza¢ badania
wykorzystujace analize czynnikowa, ktora uwzglednia ekstremalne wartosci
(przyktadowo: dolna warto$¢ wagi noworodkdéw, Abrevaya, 2001) czy analize
wysokich notowan na aukcjach (zob. Donald, Paarsch, 1993) oraz estymacj¢
czynnikow wysokiego ryzyka finansowego (zob. Tsay, 2002; Chernozhukov,
Umantsev, 2001).
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1. Regresja kwantylowa

Zmienna Y jest zmienng objasniang o warto§ciach w R, natomiast
X=(1,X"_) jest wektorem zmiennych objas'niagqcych o wymiarach dx 1
(zazwyczaj transformowane zmienne wejsciowe) . Warunkowa dystrybuante
zmienne] Y przy ustalonej warto$ci X = x zapiszemy jako F° y('l x). Zadaniem jest

wyznaczenie F, l(r|x)=inf{y Fy (y|x) >r}, gdzie 7 jest bliskie zeru. Roz-

patrujemy probe {Y, X, ¢t=1,...,T}, gdzie X, € X, ktora generuje model
probabilistyczny z warunkowg funkcja kwantylowa:

FY"1(7|x)=x'ﬂ(T) dla re£,xeX (1.1)

Funkcja f(-) jest nieparametryczng funkcja 7, ktore jezeli £= (0, 1) rowniez
odpowiada modelowi stochastycznemu z losowymi parametrami:

Y=X'p(e) oraz £¢=U(0,1), X € X. (1.2)
Wazne jest, aby byto spetnione rownanie 1.1 przy dodatkowych ograniczeniach:

£=1[0,n] dlapewnego 0<n<1 oraz x € X, ktory jest zwartym (1.3)
podzbiorem R*. '

Rézne modele liniowe (1.1) moga by¢ stosowane dla réznych podzbiorow
danych generujacych rézne macierze kowariancji X (przykladowo moga by¢
rozpatrywane w lokalnym sasiedztwie danego x,, wéwczas model liniowy (1.1)
moze by¢ traktowany jako rozwini¢cie Taylora). Model (1.1) ma fundamentalne
znaczenie w teoretycznej i empirycznej literaturze o regresji kwantylowe;j. Jego
przyszte zastosowania to mozliwo$¢ wyznaczania kwantylowej specyfikacji
efektu kowariancji w znanym modelowaniu liniowym.

Wykorzystamy nastgpujace podejscie metodologiczne: potgczymy linio-
wy model z ograniczeniami na ogonie rozktadu, zaczerpnigtymi z teorii war-
tosci ekstremalnych, aby uzasadni¢ wtasnosci asymptotyczne.

Whioskowanie o warto$ciach f(7) wykorzystuje w regresji kwantylowej

statystyki [3(7) zdefiniowane jako rozwigzanie problemu wyznaczenia mini-
mum absolutnych asymetrycznych odchylen:

p0)=argminy p.(3, - X,f) (1.4)
€8 =l

gdzie p.(u)=(r-Tw<0)u"".

" Zapis x_, oznacza wektor x z pominieciem pierwszej skladowej x,.
" I[A] =1 if A is true, I[A] = 0 otherwise.
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Regresja Laplace’a (1818) — medianowa regresja — jest szczegdlnym
przypadkiem tego zadania, wowczas p, ,z(u):|u|/2. Statystyki ﬁ(r) s3 na-
turalnym uogdlnieniem kwantyli z préby do przypadku ciagtego. W przypadku
zadania jednowymiarowego kwantyl rzedu 7 moze by¢ wyznaczony jako
rozwigzanie powyzszego problemu (bez kowariancji), wowczas X, = 1.

Aby wprowadzi¢ wtasnosci f(7) dla duzych prob w ogonach rozktadow,
wyroznimy trzy typy regresji kwantylowej w probie zgodnie z teorig wartosci
ekstremalnych :

a) ekstremalny porzadek ciagu: 77 — 0, 77 T — k > 0,
b) wewnetrzny porzadek ciagu: 7r— 0, 7 T — o,
c) centralny porzadek ciagu: 7 € (0,1), jest ustalone, 7' — oo.

Bedziemy rozpatrywaé statystyki ﬁ(r) dla ekstremalnych i wew-
netrznych porzadkow ciggow, a nastepnie zapiszemy statystyki spelniajace
rownoczesnie zatozenia jako ekstremalne regresje kwantylowe, przyjmujac

oznaczenie f(r;). Oznacza to, ze pominiemy zapis 7 w przyjgtym oznaczeniu

7r (jezeli nie spowoduje to niezrozumienia).

2. Teoria wartosci ekstremalnych a model liniowy regresji
kwantylowej

Mamy zmienng losowa U z dystrybuanta F, oraz najmniejsza wartoscia

(ang. lower end-point) s,=0 lub s,=—c0 oraz nastepujace mozliwe ogony
rozktadow (Resnik, 1987):

typul jezeli z—s,=0 lub s,=—0

F,(z+va(2)) ~F,(2)e", VveR,£=0,
typu2 jezeli z—>s,=—©

F,(v2)~V'*F, (2), Vv 0,0,
typu3 jezeli z—>s,=0

F,(vz)~v'*F,(z), V> 0,E <0

gdzie a(z)= j F(Wdv/F.(z), dla z>s,.

" Ostatnie sformutowanie odpowiada klasycznej teorii.
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Liczba & jest nazywana indeksem ogona (ang. extreme value index),
natomiast £, z ogonem typu 1-3 nalezy do rodziny minimum przyciggania
w dziedzinie (a(z) ~ b(z), co zapisujemy nastepujaco: a(z)/b(z) — 1 granica wy-
znaczana jest po z).

Warunek 1. Dla modelu zapisanego jako 1.1 istnieje odwzorowanie, linia po-
mocnicza (auxiliary line) x > x’f,. taka, ze:

U=Y-Xp wraz z s, =0 lub s, =—0 @.1)
dla pewnych F, typu 1, 2 lub 3 w ogonach:
Fy(2]x)~ K(x) F(2) 2.2)

K(-)>0 jest ciagla ograniczong funkcja na X. Bez straty ogodlnosci mozna
przyjac, ze K(x) = 1, x = py oraz F,(z) = F, (z]x).

Warunek 2. Dystrybuanta rozktadu X=(1,X’_;) jest wektorem zmiennych
objasniajagcych o wymiarach d x 1, Fy ma zwarta dziedzing X oraz EXX’
okreslone dodatnio. Bez straty ogdlnosci mozna przyjac, ze py=EX=
=(1,0,...,0)".

Jezeli Y ma skonczong dolng wartos¢, czyli Xp(0) > —o, wowczas, co
wynika z warunku 1, g, = f(0), zatem U=Y—-X'f(0)>0 ma najmniejsza
warto$¢ wynoszaca 0, co wynika z przyjetej konstrukcji. W przypadku
nieograniczonym Xf(0) = —o nie wskazemy rozwigzania i nie dopasujemy
pomocniczej linii.

Zapisany warunek 1 jest zatlozeniem podstawowym. Po pierwsze, wa-
runek 1 wymaga od ogondéw zmiennej U =Y — XS, dla pewnych £,, aby byly
W minimum przyciggania w dziedzinie, ktéra jest nieparametryczng klasa
rozktadow (Resnick, 1987; Embrechts, Kliippelberg, Mikosch, 1997). W tym
sensie specyfikacja warunku 1 jest semiparametryczna. Przyktady 2.1 oraz 2.2
prezentuja pewne modele regresji spelniajace warunek 1. Po drugie, warunek 1
wymaga, aby dla dowolnych x', x" € X, z > F, (z|x') oraz z > F, (z|x”) miaty
ogony rownowazne co do stalej. Ten warunek jest uzasadniony poprzez
domknigcie dziedziny do minimum waznos$ci z minimum przyciggania w dzie-
dzinie przy rownowaznosci ogondw — wlasnos¢ 1.19 w Resnick (1987).

Whlasno$¢ zawartosci zbioru X w warunku 1 jest konieczna, co wynika
z teorii granic dla regresji kwantylowej; granica (w szczegdlnych przypadkach)
moze ogblnie si¢ zmieni¢. W zastosowaniach zwarto§¢ moze by¢ narzucona
przez obciete explicite obserwacje zalezne od tego, czy X, € X. W tym przy-
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padku liniowy model (1.1) z zatoZzenia moze by¢ zastosowany tylko do wartosci
X w X. Zasadniczo, im mniejszy zbidr X, tym mniej restrykcyjny jest linowy
model (Chaudhuri, 1991). Réwniez obciecie X do X eliminuje wpltyw odstaja-
cych wartosci na graniczng dystrybuante, a wnioskowanie przebiega jak w przy-
padku centralnej regresji kwantylowe;j.

Ponizsze twierdzenie wskazuje (Chernozhukov, 2005), jaka reprezentacje
moze mie¢ K(x) okreslone w warunku 1.

Twierdzenie 1. Przy spelieniu warunku 1 i 2 dla pewnego ¢ € R%:

e, dla F,, typul, £=0
K(x)=1(xc)"¢, dla F,, typu2, £>0 (2.3)
(x'c)"¢, dla F,, typu3, £<0

gdzie u\yc=1 dla ogonow typu 2 i 3, u\c=0 dla typu 1 oraz x'c>0 dla
wszystkich x € X dla ogonow typu 2 i 3.

Przyklad 2.1
Rozwazmy model regresji ze zmienng przesunigcia:
Y=Xp+U (2.4)

gdzie U jest niezalezne od X, oraz rozpatrzmy przypadek taki, ze U jest w mini-
mum przyciggania w dziedzinie. Jezeli dolna warto$¢ dziedziny U jest skon-
czona, to jest unormowana do zera. Jest to szczegdlny przypadek z warunku 1,
gdzie X'f, = X’ =Y -X'B K(X)=1p.w. Przedstawiony proces generujacy
dane (2.4) byt wielokrotnie wykorzystywany w pracach zwigzanych z regresja
(Huber, 1973; Rao, 1965). Rozne standardowe modele przezycia czy dozycia
rowniez wykorzystujag model 2.4 po transformacji danych, przyktadowo model
Coxa z rozkltadem hazardu Weibulla. Réwniez wiele teoretycznych prac wy-
korzystuje rownanie 2.4. Wazne jest, ze model ten jest zgodny z warunkiem 1.

Przyklad 2.2
Rozwazmy model regresji ze zmienng skali i przesunigcia:
Y=Xp+Xoc-V, V jest niezalezne od X (2.5)

gdzie X’o> 0 (p.w.) jest funkcja skali, natomiast V' jest w minimum przy-
ciggania w dziedzinie z &£ #0. Wowczas rownanie 2.5 implikuje nastgpujaca

liniowa funkcje warunkowych kwantyli:

F'd0)=X"p+Xc-F\(r) (2.6)
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Woéwezas dla X'B, = X°B, U= Y -X’B,=X’c -V, gdzie P(X’c-V <z | X) ~
]
(X '0')/‘5 -F,(z), jezeli z— 0 lub —oo, zatem warunek 1 jest spelniony dla

)}
Fy = Fy oraz K(X) = (X ’0')/‘5 .
Proces generujacy dane 2.5 wykorzystano w pracach Koneker, Basset
(1982), Gutenbrunner, Jureckowa (1992), He (1997).

Przyklad 2.3
Rozwazmy model regresji kwantylowej ze zmienna przesunigcia:

Zauwazylismy, ze warunek 1 spelniaja ogélne modele stochastyczne za-
pisane rownaniami 2.4 i 2.5 Dodajmy, ze z warunku 1 wynika, iz
Fu(u |X) =Fu |X) sa niezalezne jedynie w ogonach. W obydwu przypadkach
ta slaba niezalezno$¢ okre§la wymagania co do X, przykladowo negatywny
wplyw na najwyzsze i najnizsze kwantyle, ale dodani wplyw na kwantyle blisko
mediany. | odwrotnie, zauwazmy, ze z rownania 2.6 oraz 2.4 1 2.5 wynika ten
specyficzny wniosek w odniesieniu do kwantyli. Zatem warunek 1 uzasadnia
wlasnos¢ heterogenicznos$ci modelu 1.1, pozwalajac na wnioskowanie o wek-
torze kowariancji ekstremalnych kwantyli, ktory jest odmienny od wektora
kowariancji srodkowych kwantyli.

3. Asymptotycznos$c¢ porzadku ekstremalnego kwantylowej
regresji

Rozpatrzymy ciag z,i=,..., [, taki, ze 77— k>0, jezeli T — o, oraz
odpowiednig znormalizowana statystyke regresji kwantylowej Z r(k;) jako:

2, (k)= ap(B(0) - B, —bre) (3.1)

gdzie [}(r) jest regresja kwantylowa, S, — wspolczynnikiem linii pomocniczej
zdefiniowanej w (2.2), e =(1,0,..)' € R, a (ar, by) sa normalizowanymi
kanonicznymi statymi okreslonymi nastgpujaco dla ogona:

a1 a1
typu 1 ar = %I[Fu 1(;}} by = F, 1(?)

a1
typu 2 ay =—1/F, 1(?)’ b, =0 (3.2)
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o 1
typu 3 aTzl/Ful(?)ﬂ by =0

gdzie F, jest zdefiniowane w warunku 1. Dodatkowo rozwazmy scentrowang
statystyke:

Zi (k)= a (B(0)~ B(1) (3.3)
oraz proces punktowy dla U, =Y,— X,’f. jako proces Poissona.
Twierdzenie 2 (ekstremalny porzadek kwantylowej regresji’)

Zakladamy spehienie warunku W1 i W2, dodatkowo {Y,, X;} sa nie-
zalezne i o takim samym rozktadzie. Wowczas, jezeli 7T — k> 0 oraz T — oo:

Z, (k)i)Zw(k) =arg mi;l[— kptyz + I(x'z —u)"dN (u,x) (3.4)

gdzie Z_(k)jest wyznaczone jednoznacznie dla wektorow nalezacych do Z,
gdzie (xX'z—u)" =1(w<x'z) (x'z—u), Z=R? dla ogonéw typu 1 oraz 3,
natomiast Z = {z € RY: max ,.x z'x < 0} dla ogonéw typu 2. Dodatkowo:

(k)5 2 (k) = Z, (k) — (k) (3.5)

c+Inke, typul
gdzie nk)y=4—-k*c, typu 2
k~%ec, typu 3

W przypadku z7"— 0 estymator otrzymywany poprzez rozwigzanie zadania
programowania liniowego byl w przypadku modelu regresji ze zmienng prze-
suniecia (przyktad 2.1) rozwigzaniem zadania:

max X'p takie, ze Y, > X,
PER

T
dla wszystkich t< T, gdzie X =T"'>" X, .

t=1

" Chernozhukov (2005).
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4. Asymptotycznosc porzadku centralnego kwantylowej
regresji

Aby zapisa¢ asymptotyczny wynik dla $rodkowych regresji kwantylo-
wych, zapiszemy dodatkowy warunek. Po pierwsze jest wymagane istnienie
kwantylowej funkcji gestosci OF;, l(r|x)/8r =x'0f(r)/ 0t oraz jej regularno$¢.
Po drugie rownowazno$¢ warunkowego rozkladu, zaktadanego w warunku 1,
musi by¢ wzmocniona réwnowazno$cig w ogonie warunkowego rozkladu
kwantylowej funkcji gestosci.

Warunek 3. Dodatkowo do zatozen W1 i W2, dla & zdefiniowanego jako
indeks ogona’, zachodzi:

oF;'(z]x)  oF; (7K (x))
or - or

oF, (1)
or

wxelX,

a)

b) jest regularna w 0 z wyktadnikiem —&-1.

Nastepujace twierdzenie okres$la slabg zbiezno$¢ 2T oraz wszystkich

2T(1). Poniewaz 7— 0, granica zalezy jedynie od & oraz ¢, tak jak

w twierdzeniu poprzednim, ale poniewaz 77 — o, granica ma rozktad
normalny.

Twierdzenie 3 (ekstremalny porzadek kwantylowej regresji )

Zaktadamy spetienie warunkéw 1-3 oraz {Y,, X, }sa niezalezne i o takim
samym rozktadzie. Wowczas, jezeli 77— oo 0 oraz 7— 0:

A d 2
Z;>Z,=NO0Q) , Q= Q?JIQXQ’_’IW?Z——DZ

gdzie dla £= 0 interpretujemy wielko$é &2 /(m ¢ —1)? jako (In m)* oraz:

Oy =E[H(X)]'XX', Oy =EXX'

H(x)= x’c, dla ogonow typu 213
H(x) = 1, dla ogonoéw typu 1.
" Por. punkt 3.

** Chernozhukov (2005).
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Ostatecznie a,(/) moze by¢ zastapione przez:

VAT 1 X' (B(miz) - B(mr))

zatem:
[ p _ T
4, (1)) —— AT —1, gdzie X =T"') X, .
X'(B(mlt)— B(m7)) py
Podsumowanie

W pracy oméwiono teori¢ regresji kwantylowej w ogonach rozktadow.
W szczego6lnoscei przedstawiono ekstremalne wiasnosci dla duzej proby (ekstre-
malny porzadek oraz centralny porzadek) estymatorow regresji kwantylowej dla
modelu liniowego regresji kwantylowej z obcigtym ogonem rozktadu do istot-
nego minimum rozwazanej dziedziny i domknigte pod warunkiem ekwiwalent-
nos$ci ogona wzgledem wartosci regresorow.
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EXTREMAL QUANTILE REGRESSION'

Summary

Quantile regression is an important tool for estimation of conditional quantiles
of a response Y given a vector of covariates X. It can be used to measure the effect of covariates
not only in the center of a distribution, but also in the upper and lower tails. This paper describe
a theory of quantile regression in the tails. Specifically, it obtains the large sample properties
of extremal (extreme order and intermediate order) quantile regression estimators for the linear
quantile regression model with the tails restricted to the domain of minimum attraction and closed
under tail equivalence across regressor values.
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O WELASNOSCIACH TRANSFORMUJACYCH
MIAR RYZYKA

Wprowadzenie

W ostatnich latach miara Value at Risk (VaR,) byla wybierana w insty-
tucjach do pomiaru ryzyka jako miara ryzyka rynkowego. Podstawowa zaleta
VaR,, w pordwnaniu z innymi miarami ryzyka jest fakt, ze kiedy zastosuje si¢ te
miar¢ do dowolnego instrumentu finansowego, otrzymuje si¢ ocene ryzyka wy-
razong jako strata w jednostkach pienig¢znych. Dodatkowo VaR, jest stosun-
kowo prosta w zastosowaniu w ocenie roznych ryzyk na réznych rynkach.
Pomimo tej uniwersalno$ci wielu autoréw wymienia stabos$ci tej miary jako
miary ryzyka, poniewaz nie posiada wilasnosci subaddytywnosci lub wy-
puktosci, dodatkowo jest trudna do wykorzystania w zadaniach optymaliza-
cyjnych, poniewaz moze mie¢ kilka lokalnych wartosci minimalnych (Basak,
Shapiro, 2001).

Artzner, Delbaen i Eber (1997) sformutowali pytanie: jakie witasnos$ci
powinna posiada¢ miara ryzyka dla réznych ryzyk w skonczenie wymiarowej
przestrzeni probabilistycznej? Autorzy zaproponowali zbidr wlasnosci dla
miary ryzyka tak, aby byla koherentng miarg ryzyka: subaddytywnos$¢, trans-
lacj¢ inwariantna, dodatnia homogeniczno$¢ i monotoniczno$¢. Ich praca
zostata rozszerzona do ogodlnej przestrzeni probabilistycznej przez Delbaena
(2002). Wraz z koncepcja koherentnych miar ryzyka oraz ich wlasnosci po-
jawity si¢ rézne zbiory miar, kazde z innymi wilasno$ciami: miar wypuktych
(Follmer, Shied, 2002; Fritelli, Rosazza, 2002), miar spektralnych (Acerbi,
2002) lub miar odchylen (Rockafellar, Uryasev, Zabarankin, 2006).

Aksjomaty charakteryzujace miary ryzyka podzielono na trzy grupy:
racjonalne, addytywne oraz o charakterze tylko technicznym. Autorzy zde-
terminowali swoje miary ryzyka jako funkcjonal zalezny od ekonomicznych
wlasnosci modelu, takich jak oczekiwana uzyteczno$¢ lub transformowana
uzytecznos¢ (Denuit i in., 2006). Goovaerts i inni (2003b) uzyskali wiele miar
ryzyka poprzez wyznaczenie minimum ograniczenia Markowa przyjetego dla
ogona rozktadu.
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Ponizej omowiono miary ryzyka, ktore nie spetniaja wszystkich wias-
nos$ci wymaganych, aby unikna¢ niewlasciwych decyzji. Zapisano, czym jest
zupeto$¢, ktora powinny mie¢ wszystkie miary ryzyka. Nastepnie w zalezno$ci
od przyjetej miary ryzyka pokazano dodatkowe zbiory wiasnosci definiujace
miary wyczerpujace oraz adaptacyjne.

1. Wiasnosci miar ryzyka

Przestrzen prob zapiszemy jako , nastepnie jako X: Q — R zapiszemy
zmienng losowa opisujaca straty lub zyski (ryzyko) powigzane z pewna
inwestycja, w pewnym ustalonym okresie inwestycji w czasie [0, 7]. Roz-
wazymy przestrzen probabilistyczng (Q, P) oraz zbidér wszystkich ryzyk
zapiszemy jako X. Jest to zbior wszystkich funkcji rzeczywistych na Q. Miare
ryzyka definiujemy nastepujaco:

Definicja 1.1. Miarg ryzyka jest funkcjap : X > R.

Jezeli warto$¢ p(X) zwigzana z miarg p do ryzyka X jest dodatnia, moze
by¢ interpretowana jako minimalna kwota pieni¢zna, jaka agent musi dodac¢ do
pozycji X, poprzez inwestycje o stopie wolnej od ryzyka. Przeciwnie, jezeli p(X)
jest uyjemne, wowczas wielkos¢ —p(X) moze by¢ usunigta, bez ryzyka, z biezacej
pozycji.

VaR, moze by¢ zdefiniowane nastepujaco (dla wartoSci rynkowej
inwestycji i moze by¢ zapisane w bardziej ogélnym kontekscie) (Duffie, Pan,
1997):

Dla ustalonego horyzontu czasowego 7 oraz ustalonego poziomu ufnosci

a % 100%, VaR, jest poziomem strat na rynku, ktore moga by¢ przekroczone
z prawdopodobienstwem nie wickszym niz 1 — a.

VaR, zazwyczaj odpowiada na pytanie: Jaka jest minimalna strata po-
jawiajaca si¢ w (1 — a) x 100% najgorszych przypadkach stopy zwrotu w port-

felu? Przy takiej interpretacji tej miary wida¢, ze VaR, jest a-kwantylem roz-
ktadu strat.

Definicja 1.2. Dla ryzyka X w ustalonym okresie [0, 7] oraz przy
ustalonym 0 < o < 1, Value at Risk jest zdefiniowana jako:

VaR(X) = supfx € R| P(X2x) > 1 - of}.
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Jedna z najwiekszych zalet VaR, jest fakt, ze niezaleznie od instrumentu finan-
sowego, do ktorego stosuje si¢ t¢ miare, wynik jest wyrazony stratg pieni¢zng.
Dodatkowo do$¢ tatwo wyznaczy¢ wartosci tej miary dla roznych ryzyk, ale po-
mimo uniwersalno$ci nie mamy zachowanych wielu wilasnosci. Ponizej za-
pisano zbior wlasnosci, ktore powinny spetnia¢ koherentne miary ryzyka.

Definicja 1.3. Miara ryzyka p jest nazywana koherentng wtedy i tylko wtedy,
gdy spetnia nastgpujace aksjomaty (Artzner i in., 1997; Trzpiot, 2004a, 2006,
2008):

1. Subaddytywnos¢:
dla dowolnych X, Y € X, wowczas p(X + ¥) < p(X) + p(Y).

2. Dodatnia homogenicznos¢:
dla dowolnych X € X oraz 1 = 0, wowcezas p(1 X) = Ip(X).

3. Translacja inwariantna:

dla ustalonego X € X oraz dowolnych a € R, wowczas

pX+a)=plX)+a.
4. MonotonicznoS¢:

dla X, Y € X takich, ze X £ Y, wowczas p(X) < p(Y).

Miary posiadajace te wilasnoSci sa opisywane poprzez rozpatrywane
scenariusze. Wybdr miary ryzyka zaczyna by¢ traktowany rownowaznie z wy-
borem zbioru uogdlnionych scenariuszy (Song, Yan, 2006). Dla rozktadu strat
alternatywna miarg do VaR, jest Conditional Value at Risk (CVaR,), za-
pisywana rowniez jako Conditional Tail Expectation (CTE). CVaR, odpowiada
na pytanie: Jaka jest oczekiwana strata pojawiajaca si¢ w (1 —a) x 100%
najgorszych przypadkéw przy zamknigciu pozycji?

Definicja 1.4. Dla ryzyka X na (Q, P) oraz dla poziomu ufnosci 0 <a <1,
CVaR, definiujemy jako (Artzner i in., 1997):

l-a
CVaR, (X)=—— j VaR, (X)d.
l-«a 0

Z definicji wynika, ze dla dowolnych ryzyk X CVaR,(X) 2 VaR(X). Whasnosci

CVaR, s korzystniejsze niz VaR,: zachodzi subaddywno$¢ oraz jest to miara
wypukla, zatem jest to miara koherentna.
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W badaniach podje¢to (Follmer, Shied, 2002) temat zmian poziomu ry-
zyka rynkowego. Zauwazono, ze ryzyko ro$nie nieliniowo wraz z rosngca war-
toscia pozycji rynkowej. Przykladowo mozliwe jest, ze ryzyko ptynnosci po-
jawia si¢ wraz ze wzrostem warto$ci pozycji: w sytuacji gdy warto$¢ pozycji
ro$nie kilkukrotnie (pomnozenie przez odpowiednio duzy wspotczynnik). Na-
stepuje zmiana warunku dodatniej homogenicznosci oraz subaddytywnosci
na wypuktos¢ (Fritelli, Rosazza, 2002).

Definicja 1.5. Miara ryzyka p jest nazwana wypukla wtedy i tylko wtedy, gdy
(Follmer, Shied, 2002):

pAX+ (1= DY pX) + (1 = 2) p(D),

dla dowolnych ryzyk X na (Q, P) oraz wagi A € [0, 1].

Wypuktos¢ implikuje, ze dywersyfikacja nie podnosi ryzyka, poniewaz
warto$¢ ryzyka zdywersyfikowanego portfela A X + (1 —A)Y jest mniejsza lub

robwna przewazonej S$redniej indywidualnych wartosci ryzyka. Koherentne
miary ryzyka, wypukle miary ryzyka mogg mie¢ reprezentacje w postaci scena-
riuszy.

2. Transformujace miary ryzyka

Rozpatrzymy zbior funkcji p: F - [0,00) zdefiniowanych na c-algebrze
F takich, ze W) =0 oraz ASB=>wA) <WwB), dla 4, BeF. Jezeli

WA U B) < w(4) + w(B), dla wszystkich 4, B € F, wowczas funkcje p nazywamy
subaddytywna.

Definicja 2.1". Transformujaca funkcja g: [0, 1] - [0, 1] jest funkcja niemaleja-

ca oraz taka, ze g(0) =0 oraz g(1) = 1. Dualna transformujaca funkcja dla g
jest definiowana jako:

gw=1-g(l-wu,uecl0 1] (1)

Rozpatrzymy szczegdlny przypadek w(4) = g[P(X € A)]:= P(4), gdzie
g jest funkcja transformujaca, P — miarg probabilistyczng na c-algebrze zbioréw
Borelowskich B oraz X — zmienng losowg. Tak okreslona funkcja

* Trzpiot (2004a, 2006a, 2006b).
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p jest funkcja transformujacg prawdopodobienstwo P*. Zauwazmy, ze P nie

jest rzeczywista miarg probabilistyczng, jest zazwyczaj nazywana transformo-
wanym prawdopodobienstwem. Analogicznie rozpatrzymy funkcje dualna

Ji(4) = g[P(X € 4)]:=P"(4).
Przestudiujemy miary ryzyka dla instrumentéw finansowych oraz aktua-

rialnych zdefiniowanych jako catka Choqueta dla zmiennej losowej portfela
zyskow oraz strat:

P (X)= j XdP' = j X*tdP' - j X dP’,

jezeli wszystkie calki sa zbiezne (Denneberg, 1994). Rozpatrzymy specjalne
przypadki transformujacych prawdopodobienstwo miar ryzyka. Mozna pokazac,
ze catka Choqueta dla zmiennej losowej X, z funkcjg transformujaca zapisang
odpowiednio jako g, jest rownowazna warto$ci oczekiwanej zmiennej losowej

X wzgledem transformujacego rozktadu P* (z odpowiednia dystrybuantg roz-
kladu F* oraz funkcjg przezycia S* = 1 - F*)":

E,.(X)= js*(x)dx - jF*(—x)dx - j S[S(x)]dx — j S[F (~x))dx =
0 0 0 0

2)

o0

= [ elS (01— [ {1~ gl S(-x)lidx = p, (X).
0

0

Taka transformujaca miara ryzyka jest wowczas warto$cia oczekiwang nowe;j
zmiennej losowej, dla ktorej prawdopodobienstwa sg przewazone (na nowo
okreslone). Z konstrukcji tych miar wynika, ze transformujace miary ryzyka
spetniaja kilka wlasnosci z definicji 1.3.

Z wtasnoséci catki Choqueta oraz niezaleznego wyboru funkcji trans-
formujacej wynika, ze miara spelnia wtasno$¢ translacji inwariantnej oraz jest
dodatnio homogeniczna, monotoniczna oraz co-monotoniczno-addytywna. Do-
datkowo mozna pokaza¢, ze dla dodatnich strat transformujgca miara ryzyka
jest koherentna wtedy i tylko wtedy, gdy jest wypukta (Wirch, Hardy, 2001).
Ostatecznie mozna pokazac, ze jezeli g jest wypukta, w rezultacie transformacji
miara ryzyka jest spektralna (Gzyl, Mayoral, 2008). W zalezno$ci od wyboru
funkcji transformujacej otrzymujemy rézne miary ryzyka. Specjalnymi przy-
padkami sa VaR,, CVaR, oraz miara Wang’a— WT (Wang, 2000; Trzpiot,
2004a).

" Odwrotna dystrybuanta.
™ Wang (1996).
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VaR, jako miara ryzyka wykorzystuje jedynie informacje o czgstosci
strat, nie ich warto$ci (wysoko$ci, a zatem dotkliwosci poniesionych strat).
Przyktadowo podwojenie maksymalnych strat nie ma wptywu na warto$¢ VaR,,.
Rozwazajac kolejne wlasnos$ci, zapisujemy VaR, jako catke Choqueta z od-
powiednig funkcja transformujaca prawdopodobienstwo. Wykorzystamy funk-
cje transformujaca:

0, 0fu<l-«
u)= , 3
8 {1, l—-a<u<l @)

wowczas VaR, mozemy zapisa¢ rownowaznie jako:
o0

VaR, = Tg[s)ﬁ (x)])dx — j elS, (x)ldx= de =x,,
0 0

0

gdzie xa jest a-kwantylem rozktadu zmiennej losowej X.

Funkcja transformujaca g dla VaR, jest niemalejaca, oraz g(0)=0

i g(1) =1, jest odcinkami stata, ale nie jest wypukta. Zatem miara ryzyka po-

wigzana z tg funkcjg transformujacg nie jest koherentna.

Dla poréwnania, miara ryzyka CVaR, wykorzystuje zardéwno czgstotli-
wos¢ (prawdopodobienstwo), jak i oczekiwane wartoSci strat przekraczajacych
warto$¢ VaR,. Ta miara moze rowniez byC zapisana jako catka Choqueta
w odniesieniu do funkcji transformujace;j:

—, 0<fu<l-«
gu)=<1-a .

1, l-a<u<l

(4)

Zapisana posta¢ g stanowi, ze jest to niemalejaca funkcja transformujaca, ktora
jest ciagla oraz wypukla, ale nie jest rozniczkowalna. Poniewaz g jest wypukta,
CVaR, jest miarg spektralng oraz koherentna.

3. Zupetne transformujace miary ryzyka

Jeden z probleméw pojawiajacy si¢ przy stosowaniu CVaR, jest taki, ze
wykorzystujemy jedynie wybrane wartosci przekroczenia strat wyznaczonych
przez VaR,, pomijajac warto§¢ mmiejszych strat, mniejszych niz a-kwantyl.
W pewnych przypadkach moze to leze¢ u podstaw blednych decyzji, co po-
kazemy na przyktadzie. Miara ta jest nieodporna na ekstremalne straty.
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Przyklad 3.1. Rozwazmy dwa portfele A oraz B z rozktadami strat P, oraz Py
zapisanymi w tabeli 1.

Tabela 1
Rzeczywiste oraz CVaR,, transformowane rozktady strat portfeli A i B
Strata P,(x) P, (x) Py(x) P, (x)
0 0,6 0 - _
9 - - 0,6 0
10 0,4 1 0,4 1

W tabeli 1 zapisano transformowane rozktady strat P, oraz P, z wy-
korzystaniem funkcji g zapisanej rownaniem (4) dla a=0,95. Zauwazmy, ze
oczekiwana warto$¢ poziomu przekroczen strat jest taka sama dla obydwu po-
rownywanych portfeli. Wykorzystujac rownanie (2), zauwazamy, ze analo-
gicznie CVaRgys =10 dla obydwu portfeli. Straty sa dodatnie w portfelu B,
faktycznie portfel B dominuje stochastycznie portfel A. Zatem miara ryzyka
powinna wskaza¢, ze portfel B jest bardziej ryzykowny.

Funkcja transformujgca dla CVaR, przypisuje wartos¢ zero do
wszystkich kwantyli ponizej poziomu istotnosci o. Ta obserwacja pozwala na
wprowadzenie zmian w zatozeniach funkcji transformujacej g tak, zeby byta
dodatnia (nier6wno$¢ ostra). W nastgpnym przyktadzie wykorzystujemy
definicje funkcji transformujacej, ktora przyjmuje wartos¢ zero w rzeczywistym

rozktadzie, g(0) = 0 (miara ryzyka dalej charakteryzuje si¢ niezgodnoscia).
Przyklad 3.2. Rozpatrzymy nastgpujaca funkcje transformujaca:

S50u, 0<u<0,01
g (w)=<0,54, 0,01<u<0,;5. 5
u, 0,5<u<l

Jest to funkcja ciggla, nier6zniczkowalna w u=0,01 i ©=0,5 oraz stata
w przedziale [0,01; 0,5]. Rozpatrzmy ponownie dwa portfele, z takim samym
poziomem maksymalnych strat wynoszacym 11, ale roznym poziomem $rod-
kowych strat — dla portfela A wynosi 1 oraz dla portfela B przyjmuje wartos¢
10 (tabela 2).
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Tabela 2
Rzeczywiste oraz g, transformowane rozktady strat portfeli A i B
Strata P,(x) P, (x) Py (x) P (x)
0 0,6 0,5 0,6 0.5
1 - - 0,39 0
10 0,375 0 - -
11 0,025 0,5 0,01 0,5

Transformujgca miara ryzyka generowana przez g, wynosi 5,5 dla
obydwu portfeli. Oczywiscie portfel A jest bardziej ryzykowny niz B, poniewaz
straty sg wicksze badz rowne 10 z prawdopodobienstwem 0,4. Problem nie lezy
zatem w rozniczkowalnosci funkcji transformujacej, ale wynika ze statej war-
tosci g; w przedziale (Wang, 2002); tracimy jednocze$nie informacje z po-
czatkowego rozkladu strat. Obliczajac transformowane prawdopodobienstwa,
zauwazamy, ze wynoszg zero dla srodkowych strat obydwu portfeli, odchodzac
od rzeczywistych réznych od siebie prawdopodobienstw dla wartosci 1 oraz 10
poczatkowych rozktadow strat.

Naturalnie pojawia sie pytanie, czy rozniczkowalno$¢ ma najwigksze
znaczenie oraz czy problem nie lezy w wypuktosci funkcji transformujacej.
Odpowiedz jest negatywna, poniewaz zamieniajac g; na inng wypukla funkcje,
przyktadowo:

g, (u)= 1 1 : (6)

Wykorzystujac g,, uzyskujemy wyzszg warto$¢ transformujacej miary ryzyka
dla portfela A (okoto 2) niz dla B (okoto 0,23). Podstawowa rdznica jest
nastepujaca: g, nie ma wartosci statej w przedziale, niezaleznie od wypuktosci
lub wklestosci, poniewaz wykorzystuje wszystkie informacje poczatkowego
rozktadu strat. Wyjasnimy to precyzyjniej, wprowadzajac koncepcj¢ zupetnosci.

Definicja 3.1. Rozpatrzymy zmienng losowa X oraz transformujgcg miarg ry-
zyka pg generowang przez pg(X) = EP*(X) zgodnie z rownaniem 2. Powiemy,
7e pg jest zupelng transformujaca miarg ryzyka, jezeli:
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S(r1) = S(2) &8 (x1) = 5(x), Yoy, x € [0,), (7)

gdzie S$* jest funkcjg przezycia transformujacego rozktadu. Oczywiscie po-
wyzszg definicj¢ mozna zapisa¢ rOwnowaznie, wykorzystujac rozktady prawdo-
podobienstwa P oraz P*.

Mozna sprawdzi¢, ze zar6wno VaR,, jak i CVaR, nie s3 zupelnymi mia-
rami ryzyka, poniewaz transformujgca funkcja dla VaR, jest stata we wszyst-
kich tych dziedzinach i z tego powodu miara CVaR, jest stala w przedziale
[1 = a,»). To wyjasnia, czeSciowo, problem niespdjnosci pojawiajacy si¢ przy
stosowaniu CVaR,.

Przyktadem zupelnej transformujgcej miary ryzyka jest transformacja
Wanga (Wang, 2000), ktory wybratl parametryczng rodzing funkcji syme-
trycznych wokot zera, zatem ta transformacja zachowuje szczegdlne wlasnosci
poczatkowej dystrybuanty. Miara WT" jest zdefiniowana nastepujaco:

i) = O[O () + A, ueo, 1], (@®)

gdzie @ jest dystrybuantg rozktadu standaryzowanego normalnego. Parametr A
jest nazywany rynkowa ceng ryzyka oraz odzwierciedla ryzyko systematyczne.

W przypadku transformujacych miar ryzyka warunkiem wystarczajacym
jest, aby ich odpowiednia funkcja transformujaca byla $cisle rosngca. Dla
dowolnych transformujacych miar ryzyka, dla ktérych funkcja transformujaca
jest wypuka, ale nie jest Scisle wypukta, nie zabezpieczamy stanowczo
porzadku ograniczenia strat.

Twierdzenie 3.1 (Balbas, Garrido, Mayoral, 2008). Jezeli P’ bedzie transformu-
jacym prawdopodobienstwem definiowanym przez transformujaca funkcje g
okreslong rownaniem (2), wowczas nastepujace warunki sg rownowazne:

1. pg jest zupela: S(x1) = S(xy) S5 (x1) =S (x2), Vxy, x, €[0,00).
2. G jest rosnaca.

Zauwazmy, ze transformujgca funkcja zdefiniowana rownaniem (6) jest
rosnaca, ale transformujgca funkcja generowana przez CVaR, (rdwnanie (4))
rosngca nie jest.

" Wang’s Transform.
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4. Wyczerpujace transformujgce miary ryzyka

Podstawowa roznicg w zastosowaniu wypuktych lub wklestych funkcji
transformujacych jest jako rezultat miara ryzyka, ktéra jest superaddytywna lub
subaddytywna, odpowiednio. Poniewaz nie jest wystarczajace, aby miara
ryzyka byla subaddytywna (odpowiednio superaddytywna) oraz aby wy-
korzystywata wszystkie informacje poczatkowego rozktadu strat, czyli aby byta
zupela, wigc jesteSmy zainteresowani, aby miara ryzyka byla subaddytywna
(co jest synonimem koherencyjnosci w przypadku transformujacych miar
ryzyka). Zdefiniujemy nowy zbioér wyczerpujgcych miar ryzyka, ktore sa ko-
herentne oraz zupelne.

Definicja 4.1. Rozpatrzymy zmienng losowa X oraz transformujacg miare ryzy-

ka pg generowang przez pg(X) = EP*(X) zgodnie z rbwnaniem 2. Powiemy, ze

pg jest wyczerpujaca transformujaca miarg ryzyka, jezeli jest koherentna oraz
zupetna.

Z twierdzenia 3.1 wynika, ze transformujace miary ryzyka sg wyczerpu-
jace, jezeli ich transformujgca funkcja g jest wypukta oraz $cisle rosnaca.

Uwaga 4.1. Rozpatrzymy transformujacg miare ryzyka pg generowang przez g.
Woéwczas pg jest wyczerpujaca wtedy i tylko wtedy, gdy g jest wypukla oraz
Scisle rosnaca.

Whiosek z powyzszej uwagi jest nastgpujacy: warunkiem koniecznym
i wystarczajacym, zeby scharakteryzowaé wyczerpujace transformujace miary

ryzyka jest, aby g miato wartos¢ 1 jedynie dlax = 1.

Uwaga 4.2. Rozpatrzymy transformujgcg miare ryzyka pg generowang przez g.
Jest to miara wyczerpujaca wtedy i tylko wtedy, gdy g jest wypukta oraz

gx)<1,Vx<lL

Ta ostatnia wlasno$¢ nie ma zastosowania do transformujgcych miar
ryzyka generowanych przez wypukte funkcje g, czyli dla superaddywnych oraz
zupelych transformujacych miar ryzyka. Przykladowo transformujaca funkcja
z rdwnania (6) jest taka, ze g(1) < 1, ale nie generuje zupetnych transformu-
jacych miar ryzyka.
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5. Adaptacyjne transformujace miary ryzyka

Zdefiniowano zupelne transformujace miary ryzyka, aby zapewni¢ wy-
korzystanie informacji z poczatkowego rozktadu strat. Naturalne jest pytanie:
kiedy zupetnos$¢ jest wystarczajaca, aby omina¢ typowe przypadki niespojnosci
zilustrowane w przyktadzie 3.1? W tym punkcie pokazemy, jak mozna na nie
odpowiedzie¢ oraz sformutujemy dodatkowe warunki niezbedne do tego, aby
okresli¢ funkcje transformujgca.

Przyklad 5.1. Rozpatrzymy nastgpujaca transformujaca funkcje:

3 1

—u, 0<u<—

gy(u) =12 2

3 1 1 1 )
—u+—, —<u<l
20 27 2

oraz nastepujace rozklady strat dla dwoch roztacznych portfeli (tabela 3).

Tabela 3
Rzeczywiste oraz g, transformowane rozktady strat portfeli A i B
Strata P,(x) P, (x) Py (x) Py (x)
0 0,5 0,25 0,45 0,225
1,8 - - 0,35 0,475
2 0,375 05625 - -
5,9 - - 0,2 0,3
8 0,125 0,1875 - -

Zdefiniowana funkcja g; jest wypukla oraz spelia rownanie (7), zatem
odpowiednia miara ryzyka jest adaptacyjna. Wyznaczamy taka samg warto$¢
miary ryzyka wynoszacg 21/8 = 2,625 dla obydwu portfeli, pomimo iz portfel A
jest bardziej ryzykowny niz B, z wigksza maksymalng strata. Ten rodzaj nie-
spojnosci nie wynika z braku rézniczkowalnos$ci funkcji transformujacej okres-
lonej rownaniem (9), ale raczej ze struktury odcinkowo-liniowej. Taki wynik
otrzymujemy przy transformacji, ktoéra przewazy rézne prawdopodobienstwa
rownowaznie. Wszystkie wartosci spelniajace zaleznosé: 0 < Sy(x) <1/2
w przykladzie 4.1 sg przewazone przez wspotczynnik wynoszacy 3/2, zatem
warto$¢ poczatkowa Sy(x) = 1/2 po przewazeniu staje si¢ 1/2, niezaleznie od
wartosci Sx(x), tj. od poczatkowego rozktadu strat oraz od wartosci.
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Zauwazmy, ze zarowno VaR,, jak 1 CVaR, sa rowniez dwoma przy-
ktadami odcinkowo-liniowych funkcji transformujacych. Dla wypuktych odcin-
kowo-liniowych funkcji transformujacych mamy taka sama niespojno$é z po-
wodu statego nachylenia i s3 one rezultatem stalego wspdtczynnika wazacego.
Poniewaz wspolczynnik nachylenia zadaje nowy rozktad (przewaza) odcinko-
wo-liniowg funkcje, jak w réwnaniu (9), wigc mozna mierzy¢é przewazony
rozktad dla ogdlnej funkcji transformujacej g w punkcie x (poniewaz g’(x) jest
tangensem stycznej do g w punkcie x). Funkcje transformujace, ktore prowadza
do koherentnych miar ryzyka, wykorzystuja rozktad przewazony przez wspot-
czynnik wigkszy niz 1 dla duzych strat, poniewaz przypisujemy im nachylenie,
czyli prawdopodobienstwo wyzsze niz poczatkowe. I odwrotnie, mate straty
maja mniejsze prawdopodobienstwo niz wyznaczone przez poczatkowy roz-
ktad. Analogicznie dla wypuktych miar ryzyka prawdziwe jest odwrotne
zachowanie: wspotczynnik wazenia jest mniejszy niz 1 dla duzych strat.

Wypukta transformujaca funkcja uwydatnia duze straty, zageszczajac
prawy ogon transformowanego rozktadu. Zobaczmy, jak CVaR, oraz g
przypisuja zerowe prawdopodobienstwa (a wiasciwie transformowane funkcje
przezycia g[Sx(x)], ktore sg stale na podprzedziale), co oznacza, ze nie wy-
korzystujemy informacji w pewnej czesci poczatkowego rozktadu. Nastepujace
twierdzenie taczy ten fragment dyskusji o warto§ciach wspotczynnika wazenia
z koncepcja wyczerpujacych miar ryzyka. Wykorzystuje rowniez ide¢ roznicz-
kowalnosci Wanga dla funkcji transformujacych.

Twierdzenie 5.1 (Balbas, Garrido, Mayoral, 2008). Jezeli g bedzie wypukiq
(wklestq) transformujgcq funkcjq takq, ze g(u) # u dla dowolnych u € (0, 1),
wowezas 3 d € (0, 1) takie, ze g’ (u) 2 () 1, dla wszystkich u€[0,d] oraz
2’ (u) < (2)1, dla wszystkich u € [d, 1].

Uwaga 5.1. Poniewaz wymagamy, aby g byla tylko wypukla, wowczas d
w twierdzeniu 5.1 moze nie by¢ jedyne. Aby rozwigzanie byto jedyne, musimy
zatozy¢, ze g byta Scisle wypukta.

Twierdzenie 5.1 implikuje nastgpujacy wniosek: inwestorzy przewazaja
przez wspotczynnik wiekszy niz 1 w przedziale (0, d), czyli dla ekstremalnych

strat {x € [0,%): Sx(x) < d}. To przeksztalca ogon rozktadu strat zageszczajac
warto$§ci w ogonie rozktadu. Odpowiednio, wspotczynnik przewazenia jest

mniejszy niz 1 dla {x € [0,»): Sx(x) > d}.
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W konkluzji koherentne transformujgce miary ryzyka sg wartosciami
oczekiwanymi dla nowego rozktadu z mniej cigzkim ogonem niz poczatkowy
rozktad.

Zauwazmy, ze w przyktadzie 5.1 inwestor przypisuje duze wagi stratom,
ktore prawdopodobienstwo przezycia majg mniejsze niz 1/2; wspotczynnik
kierunkowy funkcji transformujacej zmienia warto$¢ z 3/2 na 1/2 dlad = 1/2.

Naturalne jest pytanie: w jakim punkcie zwrotnym powinniSmy prze-
waza¢ wspolczynnikiem wigkszym niz 1? Wykorzystujac twierdzenie 5.1,
mamy zredukowang odpowiedz do wartosci d, takiej, ze transformacja
S*(x) > S(x), jezeli S(x) < d, ale S*(x) < S(x), gdy S(x) > d.

Dla VaR, oraz CVaR, ten punkt zwrotny dla zmiany wag jest doktadnie
w o-kwantylu. W przypadku CVaR, wagi przypisane wartosciom wickszym niz
o-kwantyl s3 maksymalne (najwicksza mozliwa wartos¢ g, ktora spelnia
warunek g(0) =0), ale jest minimalna (czyli zero) dla wartosci mniejszej niz
a-kwantyl. W $wietle problemu niespdjnosci zilustrowanego przez przyktad 5.1
oraz potrzeby miary, aby ochroni¢ przed ekstremalnymi stratami, zapiszemy
wiasnos¢ dla transformujacej miary ryzyka ktora zachowa dywersyfikacje (czyli

wypuktosé).

Definicja 5.1. Transformujgca miara ryzyka jest nazywana adaptacyjng wtedy,
gdy transformujgca funkcja:

1. gjest $cisle wypukla, czyli ze g’ jest Scisle malejaca.
2. lim g'(u)=o oraz lim g'(u)=0.
u—0" u—0"

Warunek g’(0) = oo jest wymagany, aby zapisa¢ mozliwe nieograniczone
warto$ci dla ekstremalnych strat prawego ogona (Wang, 1996). Adaptacyjna
miara ryzyka przewaza rézne straty w rdzny sposob, przypisujac najmniejsze
transponowane prawdopodobienstwa stratom bliskim zero, natomiast duze
straty, otrzymujac maksymalne prawdopodobienstwa. Adaptacyjne miary
ryzyka sg wyczerpujace, ale odwrotne stwierdzenie nie jest prawdziwe.

CVaR, nie jest adaptacyjng miarg ryzyka, poniewaz: g’(u)=0, dla
. 1
uell —a,1] oraz pochodna jest stata g'(u) =1— dla u€[0,1 - a].
-a
Transformujgca miara ryzyka generowana przez g; zapisana réwnaniem (9)

D . . . . , 3
réwniez nie jest adaptacyjna, poniewaz jej pochodna jest stata g;(u) = > dla

u € [0, 1/2] oraz wynosi g3 (u) :% , dlaue[l1/2,1].
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Inne przyktady funkcji transformujacych sa nastepujace: funkcja dualnej
mocy (the dual-power) gpp oraz proporcjonalna funkcja hazardu gp; zapisane
nastepujaco (Trzpiot, 2004a, 2006):

gop=1-(-u)", uel0, 1], v21 (10)

1

gPqu;,ue[O, 1],y 1. (11)

Obydwie te funkcje spetniajg pierwszy warunek definicji 5.1 dla v, y> 1.
Transformujaca funkcja dualnej mocy ma granic¢ rowna zero dla u — 1-, ale
nieprawdziwa jest pierwsza granica warunku 2 (lim,-0+ g’pp(t) = v <0). Dla
poréwnania, gpy ma skonczong granice dla u — 0%, ale nieprawdziwa jest
pierwsza granica warunku 2 (poniewaz lim,.1- g’py(1) =y). Zatem nie s3 to
miary adaptacyjne. Dla kontrastu miara transformujgca WT g\ z rownania 7 jest
przyktadem adaptacyjnej miary ryzyka (Wang, 2000 — wartosci pochodnej

2’Mu) dla 0 oraz dla 1). W tabeli 4 zapisano warunki, jakie spelniajag omawiane
transformujace miary ryzyka.

Tabela 4
Wrtasnosci transformujacych miar ryzyka
Miara Koherentna  Zupelna Wyczerpujaca Adaptacyjna Warunek 2
VaR, Nie Nie Nie Nie Nie
CVaR, Tak Nie Nie Nie Nie
3 Tak Tak Tak Nie Nie
gpp(v>1) Tak Tak Tak Nie Tak
gru(y > 1) Tak Tak Tak Nie Tak
wr Tak Tak Tak Tak Tak

Podsumowanie

W artykule przedstawiono wybrane wlasnosci transformujacych miar
ryzyka. Omowiono kilka zbiorow miar ryzyka o roznych wlasnosciach i prze-
prowadzono dyskusje tych wilasnosci. Przedstawiono wilasnosci miar ryzyka,
wykorzystujac wlasnosci rézniczkowalnosci funkcji transformujacych. W tabeli
podsumowujacej rozwazania (tabela 4) zebrano wtasnosci spelniane przez omo-
wione miary ryzyka.
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Badania empiryczne na polskim rynku kapitalowym podjeto w pracach
wezesniejszych (Trzpiot, 2006a, 2007, 2008b). Badania wtasnosci miar stoso-
wanych do opiséw szeregow czasowych analizowanych instrumentéw finan-
sowych rowniez byly podejmowane we wczesniejszych badaniach autorki
(Trzpiot, 2008a).

Literatura

Acerbi C. (2002): Risk Aversion and Coherent Risk Measures: A Spectral Represen-
tation Theorem. ,,J Bank Financ” 7, s. 1505-1518.

Artzner P., Delbaen F., Eber J-M., Heath D. (1997): Thinking Coherently. ,,Risk”, 10,
s. 68-71.

Artzner P., Delbaen F., Eber J-M., Heath D. (1999): Coherent Measures of Risk. ,,Math
Financ”, 9(3), s. 203-228.

Balbas A., Garrido J., Mayoral S. (2008): Properties of Distortion Risk Measures.
,,Methodol Comput Appl Probab”.

Basak S., Shapiro A. (2001): Value-at-risk Based Risk Management: Optimal Policies
and Asset Prices. ,,Rev Financ Stud”, 14(2), s. 371-415.

Delbaen F. (2002): Coherent Measures of Risk on General Probability Spaces. W: Non-
Additive Measure and Integral. Red. D. Denneberg. Kluwer, Dordrecht.

Duffie D., Pan J. (1997): An Overview of Value at Risk. ,,J. Deriv”, 4, s. 7-49.

Follmer H., Shied A. (2002): Convex Measures of Risk and Trading Constraints. ,,Fi-
nance Stoch”, 6(4), s. 429-447.

Fritelli M., Rosazza G.E. (2002): Putting Order in Risk Measures. ,,J Bank Financ”,
26(7), s. 1473-1486.

Goovaerts M., Darkiewicz G., Dhaene D. (2003a): Coherent Distortion Risk Measures:
A Pitfall. Working paper presented to 2003 IME conference.

Goovaerts M., Kaas R., Dhaene J., Tang Q. (2003b): A Unified Approach to Generate
Measures Risks. ,,ASTIN Bull”, 33(2), s. 173-192.

Gzyl H., Mayoral S. (2008): On a Relationship between Distorted and Spectral
Measures Risks. ,,Rev Econ Financ”, 15.

Kusuoka S. (2001): On Law Invariant Coherent Risk Measure. W: Optimization
of Conditional Value-at-risk. Red. S. Kusuoka, R.T. Rockafellar, S. Uryasev.
,»J Risk”, 2(3), s. 21-41.

Rockafellar RT., Uryasev S., Zabarankin M. (2006): Generalized Deviation Measures
in Risk Analysis. ,,Finance Stoch”, 10, s. 51-74.

Ruszczynski A., Shapiro A. (2006): Optimization Convex Risk Measures. ,,Math Oper
Res”, 31(3), s. 433-452.



36 Grazyna Trzpiot

Song Y., Yan J.A. (2006): The Representation of Two Types of Functionals on L*(_,F)
and L* (_,F, P). ,,Sci China Ser A Math”, 49(10), s. 1376-1382.

Trzpiot G. (2004a): O wybranych wlasnosciach miar ryzyka. ,.Badania Operacyjne
i Decyzje”, 3-4,s. 91-98.

Trzpiot G. (2004b): Kwantylowe miary ryzyka. Prace Naukowe AE Wroctaw, nr 1022,
s. 420, 430.

Trzpiot G. (2006a): Dominacje w modelowaniu i analizie ryzyka na rynku finansowym.
AE, Katowice.

Trzpiot G. (2006b): Pomiar ryzyka finansowego w warunkach niepewnosci. ,,Badania
Operacyjne i Decyzje”, 2, s. 81-88.

Trzpiot G. (2007): Uogdlniona miara odchylenia a optymalizacja decyzji inwestycyj-
nych. W: Rynek kapitalowy. Skuteczne inwestowanie. Prace Naukowe Uniwer-
sytetu Szczecinskiego, nr 462, s. 247-254.

Trzpiot G. (2008a): Wybrane modele oceny ryzyka — podejécie nieklasyczne. AE, Ka-
towice.

Trzpiot G. (2008b): Zastosowanie uogdlnionej miary odchylenia w analizie portfelowe;.
W: Modelowanie preferencji a ryzyko’07. Red. T. Trzaskalik. AE, Katowice,
s. 275-284.

Wang S.S. (1996): Premium Calculation by Transforming the Layer Premium Density.
»ASTIN Bull”, 26, s. 71-92.

Wang S.S. (2000): A Class of Distortion Operators for Financial and Insurance Risks.
,,J Risk Insur”, 67, s. 15-36.

Wang S.S. (2002): A Risk a Measure that Goes beyond Coherence. W: Proceedings
of the 2002 AFIR (Actuarial Approach to Financial Risks): Colloquium, Cancun,
March.

Wirch J., Hardy M.R. (2001): Distortion Risk Measures: Coherence and Stochastic
Dominance. Working paper. http://pascal.iseg.utl.pt/~cemapre/ime2002/.

SOME PROPERTIES OF DISTORTION RISK MEASURES

Summary

The current literature does not reach a consensus on which risk measures should be used
in practice. Our objective is to give at least a partial solution to this problem. We study properties
that a risk measure must satisfy to avoid inadequate portfolio selections. The properties that
we propose for risk measures can help avoid the problems observed with popular measures, like
Value at Risk (VaR,) or Conditional VaR, (CVaR,). This leads to the definition of two new
families: complete and adapted risk measures. Our focus is on risk measures generated by
distortion functions. Two new properties are put forward for these: completeness, ensuring that
the distortion risk measure uses all the information of the loss distribution, and adaptability,
forcing the measure to use this information adequately.
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MODELE O-GARCH W OCENIE RYZYKA PORTFELA
INWESTYCJI NA RYNKU DNIA NASTEPNEGO

Wprowadzenie

Ocena ryzyka zmiany wartos$ci inwestycji jest niezbedna w procesie po-
dejmowania decyzji inwestycyjnych. Inwestorzy podejmujacy decyzje w wa-
runkach ryzyka staraja si¢ dokona¢ oceny przez spojrzenie wielowymiarowe na
czynniki ksztaltujace dang inwestycj¢. Ponadto analiza ryzyka to w gldwnej
mierze analiza zmiennosci. Wiele prac empirycznych z analizy ryzyka wyko-
rzystuje w procesie estymacji zmiennosci model warunkowej zmienno$ci
GARCH (Trzpiot, 2010; Ganczarek-Gamrot, 2010; Fiszeder, 2009; Piontek,
2001). Klasyczne wielowymiarowe modele GARCH: modele VECH oraz
BEKK w ogoélnej swojej postaci, wymagaja estymacji wielu parametréw. Po-
stacie diagonalne tych modeli ograniczaja liczbg szacowanych parametréw
kosztem braku informacji o zalezno$ciach mi¢dzy wariancjami oraz wariancja-
mi op6znionymi analizowanych szeregéw czasowych. W pewnym stopniu pro-
blem ten rozwiazuja modele czynnikowe. W modelach czynnikowych na liczbg
szacowanych parametrow wptywa liczba rozwazanych czynnikow. W zwigzku
z tym nawet przy duzej liczbie szeregdw czasowych, a niewielkiej liczbie czyn-
nikOw mozna ograniczy¢ proces estymacji parametrow modeli. Bioragc pod
uwagg fakt, ze czynniki sg niezalezne w estymacji parametrow tych modeli, po-
stepuje sie dwuetapowo. W pierwszym kroku sa estymowane czynniki, w ko-
lejnym kroku jednowymiarowe modele GARCH. Nalezy jednak pamigtac, ze na
jako$¢ estymacji wplywa w tym przypadku stopien, w jakim czynniki opisuja
zmienno$¢ szeregow czasowych.

W niniejszym artykule wykorzystano wielowymiarowy model czynni-
kowy O-GARCH do estymacji ryzyka zmiany wartosci portfela zlozonego
z kontraktow na energie elektryczna. Portfel zostal zbudowany z 24 kontraktow
notowanych na Rynku Dnia Nastepnego (RDN) Towarowej Gietdy Energii S.A.
(TGE) w okresie od 1.01.2009 do 31.03.2011 roku.
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1. Model O-GARCH

Analizujac modele GARCH zmienno$ci szeregéw czasowych zaréwno
w postaci jednowymiarowej, jak 1 wielowymiarowej, nalezy pamigta¢ o war-
tosci oczekiwanej analizowanych szeregéw czasowych. W analizie ryzyka roz-
waza si¢ najczesciej wartos¢ oczekiwang stop zwrotu cen. Wielowymiarowy
proces stop zwrotu mozna zapisac nastgpujgco:

=N +&, 6]
gdzie:
r, — wektor stop zwrotu o wymiarach Nx 1,

p, — wektor warunkowych wartosci oczekiwanych o wymiarach N x 1,
g, — wektor reszt o wymiarach N x 1.

Reszty g, wielowymiarowego modelu stop zwrotu cen mozna przed-
stawi¢ nastepujaco:

g =H"u,, ()
gdzie:
H, — macierz warunkowej kowariancji o wymiarach:
NxN: r,~D(p,,H,),g,~D(0, H,),

u, — wektor o wymiarach Nx 1, zerowej wartosci oczekiwanej oraz jednost-
kowej macierzy kowariancji.

Wielowymiarowe modele GARCH to modele warunkowej macierzy ko-
wariancji H,. Ortogonalny model GARCH(1,1,m) (O-GARCH(1,1,m)) za-

proponowany przez Alexandera oraz Chibumba (1996) ma nastgpujgca postac
macierzy kowariancji:

H, =Var_(e)=V>V,V", (3)
gdzie:
V =diag(v,,v,,...vy),

v, —bezwarunkowa wariancja &,,,

V., =Var,_(u).
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W modelu O-GARCH wektor reszt €, dany rownoscig (2) przyjmuje na-
stepujaca postac:

g = V°’5ut , (4)

w=2,f1, (5)
gdzie:
fi=(firs forsees fre) Jest wektorem o warunkowej wartosci oczekiwanej
rownej zero E, (f,)=0 oraz warunkowej macierzy kowariancji
Q, = diag(a_/%lt ,O'%Zl ,...,0'_/2{”" ), gdzie O'i_l sa opisane za pomoca jednowymiaro-
wych stacjonarnych modeli GARCH.

Warunkowa macierz kowariancji u, wynosi:
V,=Var,_,(u)=2,QZ,, (6)

gdzie Z, to macierz ortogonalnych wektorow wlasnych o wymiarach N x m.

Liczba szacowanych parametrow modelu O-GARCH dla N=m wynosi
N(N + 5)/2.

Liczba wektorow wtasnych modelu O-GARCH jest wybierana za pomo-
ca metod analizy glownych sktadowych. Analiza gtownych sktadowych gwa-
rantuje brak korelacji w rozkladach bezwarunkowych, nie gwarantuje jednak
braku korelacji w rozktadach warunkowych.

2. Estymacja ryzyka

Korzystajac z wynikdw estymacji zmiennos$ci, za pomoca modeli
O-GARCH oszacowano kwantylowg miarg zagrozenia Value-at-Risk:

VaR, = (R, +p,)P, (7)
R, =F'(a)yH, ®)
gdzie:
R, — wektor kwantyli rzedu o stop zwrotu portfela,

VaR, - wektor miar zagrozenia rzedu o,

P, — wektor biezacych cen rozpatrywanych kontraktéw wchodzacych
w sktad portfela,
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B, — warto$¢ oczekiwana portfela,

/H, — warunkowa macierz wariancji-kowariancji dana réwnaniem (3),

F~'(a) —kwantyl rzgdu & standaryzowanego rozktadu normalnego N(0,1).

Do oceny efektywnosci estymacji VaR, wykorzystano zaproponowany
przez Kupca (1995) test przekroczen. Jesli oznaczy si¢ przez w udziat prze-
kroczen VaR, w szeregu rozpatrywanych stop zwrotu, mozliwe jest zweryfi-

kowanie hipotezy H,: w=a, przeciwko alternatywnej H,: w#a. Spraw-
dzianem tej hipotezy jest test ilorazu wiarygodnoS$ci oparty na statystyce:

LR, =-2mn[(1-a) *a*]+2 ln{l - (gj 7 ](gj } ©

gdzie K jest liczbg przekroczen VaR, przy liczbie obserwacji T. Przy zalozeniu

prawdziwosci hipotezy zerowej statystyka LR, ma asymptotyczny rozktad yz*
z jednym stopniem swobody.

3. Ocena ryzyka na RDN

Oferta RDN to oferta kontraktow godzinowych, kontraktow blokowych
na fizyczna dostawe energii elektrycznej. Obecnie notowania odbywaja si¢ na
dzien do dwoch dni poprzedzajacych dzien dostawy w systemie ceny jednolitej
oraz systemie notowan ciggltych. W systemie ceny jednolitej dla kazdej godziny
doby ceny energii elektrycznej sg ustalane trzykrotnie. Sg to ceny rownowagi
ztozonych ofert kupna i sprzedazy. Do estymacji ryzyka zmiany ceny na RDN
wykorzystano notowania 24 kontraktéw godzinowych z pierwszego fixingu
(pierwszy kurs jednolity jest okreslany dla wszystkich godzin dnia dostawy na
jeden dzien przed dniem dostawy do godziny 8.00 w okresie od 1.01.2009 do
31.03.2011 roku (821 dni). Model O-GARCH estymowano dla 24 szeregow
dziennych liniowych stop zwrotu.

Estymacja modelu czynnikowego przebiega w dwoch etapach. Na po-
czatku zostaje przeprowadzona analiza gtownych sktadowych. Na rysunku 1
zaprezentowano wykres osypiska dla analizowanych szeregdw stop zwrotu cen
energii elektryczne;j.
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Biorac pod uwage kryterium osypiska, do estymacji parametrow wa-
runkowej macierzy wariancji nalezy wybrac cztery glowne sktadowe. Jednak ze
wzgledu na fakt, ze warto$¢ wlasna czwartej gtdéwnej sktadowej jest mniejsza
od jednosci i w niewielkim stopniu poprawia stopien wyjasnianej zmiennos$ci
pierwotnych 24 szeregow (tabela 1), do estymacji zdecydowano si¢ wybrac trzy
pierwsze gtéwne skladowe, ktore wyjasniaja az 84,44% zmiennoS$ci pier-
wotnych szeregéw czasowych.

Tabela 1
Wartosci wlasne
. . e Skumulowany
Numer glownej o Procent wyjasnianej S
. Wartos¢ wlasna . .. procent wyjasnianej
sktadowej wariancji e
wariancji
1 2 3 4
1 14,7390 0,6141 0,6141
2 3,1824 0,1326 0,7467
3 2,3428 0,0976 0,8444
4 0,9787 0,0408 0,8851
5 0,5276 0,0220 0,9071
6 0,4806 0,0200 0,9271
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cd. tabeli 1

1 2 3 4

7 0,3685 0,0154 0,9425

8 0,2855 0,0119 0,9544

9 0,2510 0,0105 0,9649
10 0,1791 0,0075 0,9723
11 0,1225 0,0051 0,9774
12 0,1013 0,0042 0,9816
13 0,0909 0,0038 0,9854
14 0,0723 0,0030 0,9884
15 0,0513 0,0021 0,9906
16 0,0371 0,0015 0,9921
17 0,0348 0,0014 0,9936
18 0,0312 0,0013 0,9949
19 0,0289 0,0012 0,9961
20 0,0266 0,0011 0,9972
21 0,0234 0,0010 0,9982
22 0,0197 0,0008 0,9990
23 0,0145 0,0006 0,9996
24 0,0100 0,0004 1,0000

W tabeli 2 zamieszczono warto$ci wspotczynnikéw korelacji pomiedzy
analizowanymi szeregami stop zwrotu cen energii elektrycznej a wybranymi
trzema gldéwnymi sktadowymi. Z pierwsza gtdéwng sktadowa sg skorelowane
przede wszystkim notowania w ciggu dnia, z drugg gtowna sktadowa godziny
nocne, a z trzecia tzw. godziny szczytu wieczornego 21.00 i 22.00. Na ry-
sunku 2 zaprezentowano wykres zalezno$ci miedzy analizowanymi zmiennymi
a pierwsza 1 druga glowna sktadowa. Analizujac wyniki przedstawione na
rysunku 2, mozna powiedzie¢, ze bardzo podobnie ksztattuja si¢ przyrosty cen
w godzinach od 1.00 do 6.00, oraz od 9.00 do 19.00. Dwuelementowe grupy
stanowia kontrakty w godzinie 7.00 i 8.00 oraz 23.00 i 24.00. Odrebnie
ksztaltujg si¢ ceny w godzinach 20.00, 21.00 i 22.00.

Drugi etap estymacji modelu O-GARCH polega na estymacji jednowy-
miarowych modeli GARCH dla gléwnych sktadowych (macierz Q;). W tabeli 3
przedstawiono wyniki estymacji jednowymiarowych modeli GARCH. Wszyst-
kie parametry trzech modeli sg statystycznie istotne. Ponadto a+b<1, co
swiadczy o stacjonarnosci szeregdw czasowych. Estymacja parametrow zostata
przeprowadzona MNW z wykorzystaniem rozktadu normalnego.
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Tabela 2
Wspolezynniki korelacji pomigdzy szeregami czasowymi
a gtdéwnymi sktadowymi
Godzina PC 1 PC 2 PC 3
1 -0,4811 -0.5722 0,3159
2 -0,5558 -0,7020 0,2941
3 -0,6330 -0,6960 0,2294
4 -0,6831 -0,6660 0,1605
5 -0,7508 -0,6052 0,0554
6 -0,7770 -0,4452 -0,0816
7 -0.8163 -0,1167 -0,2639
8 -0.8480 -0,1193 -0,1939
9 -0.9076 0,0275 -0,2753
10 -0.9149 0,1066 -0,2938
11 -0.9248 0,1490 -0,2174
12 -0.9165 0,1722 -0,1832
13 -0.9194 0,1867 -0,1700
14 -0,9323 0,2121 -0,1573
15 -0.9193 0,2419 -0,1075
16 -0.9192 0,2265 -0,0140
17 -0.8953 0,2082 0,0205
18 -0.8614 0,2694 0,1160
19 -0.8200 0,3314 0,3224
20 -0,7082 0,3777 0,4812
21 -0,4129 0,3504 0.,7508
22 -0,0217 0,2219 0.8547
23 -0,7492 0,1592 0,0947
24 -0.7541 0,1501 0,0143
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Tabela 3
Parametry macierzy Qt
Gloéwna .
Parametr Ocena parametru P-warto$¢
sktadowa
ARCH(Alphal) 0,0767 <0,01
PC_1 GARCH(Betal) 0,8938 <0,01
sigma”"2 0,0295 <0,01
ARCH(Alphal) 0,1041 <0,01
PC 2 GARCH(Betal) 0,8660 <0,01
sigma’2 0,0300 <0,01
ARCH(Alphal) 0,1333 <0,01
PC_3 GARCH(Betal) 0,8507 <0,01
sigma”™2 0,0160 <0,01
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Na podstawie macierzy Q; wyznacza si¢ warunkowa macierz kowariancji
u, (6), a nastepnie macierz He (3), w zwigzku z czym za pomoca modelu

O-GARCH mozna opisa¢ wariancj¢ warunkowa analizowanych 24 szeregow
czasowych. Na rysunku 3 i 4 zaprezentowano szeregi warunkowych wariancji
i korelacji dla wybranych czterech kontraktow. Na przyktadzie wybranych kon-
traktow mozna zauwazy¢, ze zardwno szeregi wariancji, jak i korelacji zaleza
od czasu, ponadto ro6znig si¢ od siebie. Najwyzsze zmiennosci byly osiggane
w godzinie 7.00 nastgpnie 14.00 i 21.00. Najnizszy poziom zmienno$ci obser-
wowano nocg w godzinie 1.00.
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Rys. 3. Warunkowa wariancji kontraktow w godzinie 1.00, 7.00, 14.00, 21.00

Zardwno ceny, jak i stopy zwrotu cen sg ze soba dodatnio skorelowane,
jednak obserwujac szereg korelacji pomigdzy zmiennymi, mozna zauwazy¢
krotkie okresy ujemnej korelacji w szczegoélnosci dla zmiennych zakwalifiko-
wanych w uktadzie gtownych sktadowych do odrgbnych grup. Kontrakt w go-
dzinie 7.00 i 14.00, ktore zostaty zakwalifikowane do tej samej grupy, charakte-
ryzuje si¢ zmienna, ale bardzo silng zaleznoscia dodatnig.
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Rys. 4. Warunkowa korelacja kontraktoéw w godzinie 1.00, 7.00, 14.00, 21.00

Korzystajac z macierzy wariancji kowariancji (3), oszacowano wektor
VaR o5 dla pozycji diugiej i krotkiej analizowanych 24 kontraktow, a nastepnie
wyznaczono warto§¢ VaRs dla portfela ztozonego ze wszystkich kon-
traktow. Udzialty w portfelu zostalty wyznaczone proporcjonalnie do miary
zysku wzglednego dla poszczego6lnych kontraktow. W tabeli 4 zaprezentowano
wyniki testu przekroczen Kupca dla pojedynczych kontraktow oraz portfela
ztozonego z analizowanych kontraktow. Pogrubiong czcionka zaznaczono kon-
trakty, dla ktorych na poziomie istotnosci 0,05 liczba przekroczen VaR, s byta
zgodna z oczekiwana. Dla wiekszosci pojedynczych kontraktow, jak réwniez
portfela VaR, s zostalo poprawnie oszacowane dla pozycji krotkiej. W przy-
padku pozycji krotkiej btedne oszacowania VaRg s to przede wszystkim prze-
szacowania wartosci VaRgps, w przypadku pozycji dlugiej — niedoszacowania.
Wydaje sie wiec, ze bledne oszacowania warto$ci narazonej na ryzyko wynikaja
z asymetryczno$ci analizowanych szeregow. Natomiast w estymacji para-
metrow zmiennosci modelu O-GARCH, jak réwniez w estymacji ryzyka wy-
korzystano rozktad normalny oraz klasyczne modele GARCH.
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Tabela 4
Wyniki testu przekroczen Kupca
Udziat Pozycja krotka Pozycja dtuga
Godzina W
portfelu K w LR P K w LR P
1 5,31% 70 0,0857 | 18,21 | 0,00 60 0,0734 8,31 | 0,00
2 4,38% 47 0,0575 0,93 | 0,33 37 0,0453 0,39 | 0,53
3 4,09% 46 0,0563 0,66 | 0,42 37 0,0453 0,39 | 0,53
4 4,05% 47 0,0575 0,93 | 0,33 34 0,0416 1,28 | 0,26
5 4,17% 41 0,0502 0,00 | 0,98 40 0,0490 0,02 | 0,89
6 4,17% 32 0,0392 2,17 | 0,14 52 0,0636 2,96 | 0,09
7 3,77% 18 0,0220 | 16,86 | 0,00 91 0,1114 | 48,79 | 0,00
8 4,20% 20 0,0245 | 13,69 | 0,00 78 0,0955 | 28,41 | 0,00
9 4,08% 24 0,0294 8,53 [ 0,00 86 0,1053 | 40,42 | 0,00
10 4,12% 25 0,0306 7,47 | 0,01 77 0,0942 | 27,03 | 0,00
11 4,57% 41 0,0502 0,00 | 0,98 78 0,0955 | 28,41 [ 0,00
12 4,15% 42 0,0514 0,03 | 0,85 78 0,0955 | 28,41 [ 0,00
13 4.21% 38 0,0465 0,21 | 0,64 80 0,0979 | 31,25 [ 0,00
14 4,09% 40 0,0490 0,02 | 0,89 73 0,0894 | 21,81 | 0,00
15 4.21% 34 0,0416 1,28 | 0,26 63 0,0771 | 10,92 | 0,00
16 3,79% 23 0,0282 9,68 | 0,00 60 0,0734 8,31 | 0,00
17 2,22% 22 0,0269 | 10,92 | 0,00 54 0,0661 4,06 | 0,04
18 2,10% 26 0,0318 6,49 | 0,01 53 0,0649 3,49 | 0,06
19 2,50% 28 0,0343 4,76 | 0,03 41 0,0502 0,00 | 0,98
20 2,78% 30 0,0367 3,33 | 0,07 37 0,0453 0,39 | 0,53
21 4,17% 33 0,0404 1,69 | 0,19 44 0,0539 0,25 | 0,62
22 6,04% 41 0,0502 0,00 | 0,98 53 0,0649 3,49 | 0,06
23 6,52% 59 0,0722 7,51 | 0,01 67 0,0820 | 14,89 [ 0,00
24 6,30% 70 0,0857 | 18,21 | 0,00 77 0,0942 | 27,03 | 0,00
portfel 31 0,0379 2,72 | 0,10 74 0,0906 | 23,07 | 0,00
Podsumowanie

Podsumowujac uzyskane wyniki, stwierdzono, ze dla danego okresu
badawczego na RDN model O-GARCH mozna wykorzysta¢ do estymacji
zmienno$ci cen energii elektrycznej dla pozycji krotkiej. Pomimo wystepu-
jacych btedéw estymacji VaR uzyskano na jego podstawie lepsze oszacowania
niz w przypadku modelu zmiennej warunkowej korelacji (DCC) oszacowanego
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dla analogicznego okresu na RDN (Ganczarek-Gamrot, 2011). W kolejnych
etapach badania zmienno$ci na RDN warto réwniez rozpatrze¢ estymacje mo-
delu O-GARCH z uwzglednieniem asymetrycznos$ci szeregdw czasowych, za-
réwno w postaci jednowymiarowych modeli GARCH, jak i w postaci rozktadu
uwzglednionego do estymacji parametrow zmiennosci modelu O-GARCH czy
VaR.
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O-GARCH IN PORTFOLIO RISK ESTIMATION OF INVESTMENT
ON DAY AHEAD MARKET

Summary
In this article O-GARCH model was used to portfolio risk estimation. The portfolio was

build with 24 contracts on electric energy from Day Ahead Market from Electric Energy
Exchange from 1.01.2009 to 31.03.2011.



Agnieszka Orwat-Acedanska

OCENA RYZYKA PORTFELA W ALOKACJI
ODPORNEJ PRZY ROZNYCH TYPACH
ROZKLADOW — PODEJISCIE SYMULACYJNE

Wprowadzenie

Alokacja aktywow jest rozumiana w niniejszym artykule jako dobor ak-
tywow w roznych proporcjach w celu osiggniecia najwyzszej oczekiwanej stopy
zwrotu przy zalozonym poziomie ryzyka. Proces alokacji aktywow dokony-
wany najczesciej poprzez optymalizacje portfela inwestycyjnego jest zrodtem
nadwyzki badz straty generowanej przez podmioty instytucjonalne zajmujace
si¢ dziatalno$ciag inwestycyjna. Wartosci parametrow szacowanych klasycznie
na podstawie obserwacji, stanowigce podstawe do wyznaczania charakterystyk
portfela, mogg sig¢ istotnie r6zni¢ od ich wartosci rzeczywistych. Ma si¢ wiec do
czynienia z ryzykiem estymacji (ang. estimation risk), rozumianym jako mozli-
wos$¢ poniesienia straty w wyniku btedow estymacji parametréw modeli. W ich
konsekwencji udziaty portfela wyznaczone na podstawie klasycznej estymacji
i optymalizacji nie s3 w rzeczywistosci rozwigzaniem optymalnym, lecz sub-
optymalnym. Jedna z metod konstrukcji portfela stuzaca ograniczeniu ryzyka
estymacji jest alokacja odporna (ang. robust allocation). Skutki ryzyka esty-
macji charakterystyk portfela klasycznie optymalizowanego moga by¢ dot-
kliwsze w sytuacji obecno$ci wielowymiarowych obserwacji odstajacych lub
asymetrycznych rozktadow stop zwrotu.

Odpornos¢ w sensie omawianej metody jest efektem zalozenia, ze para-
metry bedace charakterystykami sktadowych portfela nie sg rowne uzyskanym
w procesie estymacji ocenom punktowym, ale znajduja si¢ w otoczeniach zwa-
nych zbiorami niepewnosci (ang. uncertainty sets). Reprezentuja one tzw. profil
inwestora (ang. investor profile), gdyz sa odzwierciedleniem stosunku inwestora
do ryzyka estymacji. Jednym z proponowanych w literaturze podejs¢ jest wybor
portfela w pesymistycznym scenariuszu, zaktadajacym, ze oczekiwane stopy
zwrotu aktywoéw beda najnizsze z mozliwych, a ryzyko najwicksze. Wybor
portfela odpornego w sensie tej metody pozwala uzyska¢ mozliwie najlepszy re-
zultat przy najmniej korzystnym stanie natury rynku.
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Problem oceny przydatnosci metody alokacji opornej oraz jej modyfi-
kacji — metody bayesowskiej alokacji odpornej — w obszarze polskiego rynku
kapitatowego podjeto w pracach Orwat (2010) oraz Orwat-Acedanskiej (2011).
Implementacja metod sluzyta analizie porownawczej ocen ryzyka portfeli
optymalizowanych klasycznie i odpornie otrzymanych na podstawie proby stop
zwrotu obserwowanych na polskim rynku.

W niniejszym artykule oraz powyzszych pracach Autorki ryzyko esty-
macji jest utozsamiane z r6znica migdzy warto$ciami charakterystyk portfela
otrzymanych przy zalozeniu macierzy kowariancji i wektora wartos$ci oczeki-
wanych stop zwrotu z rozktadu populacji oraz otrzymanych przy zalozeniu ocen
tych parametrow szacowanych na podstawie proby. Ponadto wartosci charak-
terystyk portfela optymalizowanego przy zalozeniu warto$ci macierzy ko-
wariancji i wektora oczekiwanych stop zwrotu z rozktadu populacji sa okreslane
na potrzeby opracowania mianem rzeczywistych charakterystyk.

Artykul podejmuje oceng przydatnosci metody alokacji odpornej z innej
perspektywy. Jego celem jest zbadanie, w jakim stopniu wartos¢ rzeczywistego
ryzyka portfela przekracza ustalong warto§¢ dopuszczalnego ryzyka portfeli
optymalizowanych klasycznie i odpornie oraz w przypadku ktorych portfeli
przekroczenia te sg wicksze. Porownaniu warto$ci rzeczywistego ryzyka port-
feli i dopuszczalnego ryzyka stuzy zastosowanie metod symulacji rozkladu
populacji. Analiza jest przeprowadzana dla r6znych typow rozktadow.

Rozdziat pierwszy zawiera opis metodologii alokacji odpornej. Etapy
badan wymieniono w rozdziale drugim, natomiast gléowne charakterystyki roz-
ktadow wykorzystanych w analizie empirycznej zamieszczono w rozdziale
trzecim. W rozdziale czwartym przedstawiono zalozenia oraz wyniki prze-
prowadzonych analiz empirycznych.

1. Metodologia alokacji odpornej

W celu formalnego opisu metodologii alokacji odpornej przyjeto nastgpu-
jaca notacje: p=(4,4b,...,44) — wektor warto$ci oczekiwanych, X — macierz

kowariancji wektora losowego R=(R,R,,...,R,)" stop zwrotu. Stopa zwrotu k-
-sktadnikowego portfela optymalnego p=(p,,p,,...p,) ze zbioru dopuszczal-
nego C={p:p>0,p'1=1} jest zmienng losowa w postaci R ;=p'R. Oczekiwana
stopa zwrotu portfela ma posta¢ E(R ) =p’n, natomiast D(R ) = Jp'Ep jest
ryzykiem portfela. Mozliwe wartosci pu, X sa elementami zbiorow niepewnosci
0,, Oy, ktore z okreslonym prawdopodobiefistwem zawierajg nieznang war-

to$¢ parametru.
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Odporny problem maksymalizacji oczekiwanej stopy zwrotu portfela
przy warunku ograniczajacym poziom ryzyka portfela ma postac:

max {ﬂr;g: E(R p)}

peC
(1
przy warunku max D(Rp) <y, gdzie v jest ustalong warto$cia
<0y dopuszczalnego ryzyka.

Istnieje wiele mozliwosci specyfikacji zbioréw niepewnosci . W artykule
przyjgto, ze zbiory niepewnosci @, , @y majg posta¢ elipsoid. Inwestor moze
okreslic estymatory parametru $rodka i parametru ksztattu elipsoid oraz
promienie elipsoid w sposob arbitralny. W szczegdlnosci moze on oszacowac te
parametry na podstawie szeregu czasowego i, = {r,,r,,...,I;}, gdzie n,5n,...I;
sg realizacjami zbioru niezaleznych wektorow losowych {R,,R,,...R;}=1,.

Jesli wektor R, dla kazdego ¢=12,...,T ma rozklad normalny z war-
toscig oczekiwana p i macierza kowariancji X (R, ~ N, (n, X)), wowczas

. I« , o
estymator H(IT):?ZR; ma k-wymiarowy rozklad z-Studenta z T stopniami
t=1

swobody, parametrem potozenia p i macierza kowariancji T Natomiast

T
estymator 3(I,) =%Z(X, —(I;))(X, —ju(I;)) ma rozktad Wisharta z T stopniami
t=1
-1

swobody i1 macierza kowariancji - Zatozono, ze $rodki elipsoid nie-
pewnosci sa modalnymi rozktadéw estymatorow p(I;) i ﬁ}’l(IT). Niech f(i;),
ﬁ‘.(iT) oznaczajg warto$ci estymatoréw odpowiednio p(I;), ﬁ‘.(IT).

Elipsoidalny zbioér niepewnos$ci parametru potozenia p ma postaé
(Meucci, 2005; 2006):

0, ={n: (n—Gi,) S; (ir) (n—i(i) < g}, 3)

" Na przyklad Tiitiincii i Koenig (2004) konstruuja zbiory niepewno$ci w postaci przedziatow. Goldfarb
i Iyengar (2001) wykorzystuja przedziat jako zbior niepewnosci dla wektora wartosci oczekiwanych, na-
tomiast zbidr niepewnosci dla macierzy kowariancji konstruuja za pomoca modeli czynnikowych.



52 Agnieszka Orwat-Acedanska

gdzie S;(iy) = mZ(iT) to estymator macierzy kowariancji dla p(I;):

1

Ei(in, 4)

Su(iy)=

qfl — kwadrat promienia elipsoidy (3) bedacy kwantylem rzgdu p, rozkladu
1* 7 k stopniami swobody (qﬁ = ;(,f (P)-

Elipsoidalny zbiér niepewnosci macierzy kowariancji X ma postaé
(Meucci, 2005; 2006):

Oy ={X: vech(Z—yoy(iy)) S5 (iy) vechZ—Ly04(ir)) < g3, (5)

gdzie operator vech to wektor, ktorego skltadowymi sa elementy gléwnej
przekatnej i ponizej gldwnej przekatnej macierzy  kowariancji;

)i‘.Mod(iT) = ﬁ‘.(iT) — estymator modalnej rozktadu dla )i‘fl(IT); S; (i)

T+k+1
— estymator macierzy kowariancji modalnej dla ! (I;):

2

S (i) = (D (E (i) ®T (i) D), (6)

(T +k+1)°
gdzie D; to macierz duplikacji; g3 — kwadrat promienia elipsoidy (5), kwantyl
rzedu py rozktadu y* z k stopniami swobody (g2 = 77 (py)).

Rozwazane elipsoidy sa elipsoidami o najmniejszej objetosci, ktore
z okreslonym prawdopodobienstwem pokrywaja nieznany parametr. Im wigksza
elipsoida, czyli im wigksze prawdopodobienstwo pokrycia przez nig nieznanej
wartos$ci parametru, tym inwestor okreslajacy to prawdopodobienstwo cechuje
si¢ wiekszg awersjg do ryzyka estymacji parametru.

Jezeli elipsoida ®, ma posta¢ (3), a @2=i‘(ir), wowczas zadanie (1)

n;gacx p'ais) —7,p’ i(ir)P}

2
r gars . q
przy warunku VP E(ip)p <v, gdzie y,= T—uZ :

sprowadza si¢ do:

(7
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Jezeli @, =i(i;), natomiast elipsoida niepewnosci @, ma postac (5),

wowczas zadanie (1) sprowadza si¢ do:

max p'ji(iy)
peC

ro, 27T% ¢5
T+k+1 \(T+k+1)

przy warunku VPE(i)p <y, gdzie 7;;\/ . ®)

Jezeli elipsoida ®, ma postac (3), natomiast elipsoida niepewnosci @y,

ma postac (5), woéwczas zadanie (1) sprowadza si¢ do:
max {p'fii;) = 7, \P'Z(i)p}

przy warunku p'ﬁ‘.(iT)p <7y

©)

Jesli ©, =(i;) oraz Oy = X(i,; ), wowczas zadanie (1) sprowadza sic

do klasycznego zadania modelu §rednia-wariancja w postaci:

max  p'Ai;)
peC

przy warunku VP'E(i7)p <v.

Portfele bedace rozwigzaniami zadan 7-9 beda nazywane portfelami od-
pornymi, natomiast portfele bedace rozwigzaniem zadania 10 bedg nazywane
portfelami klasycznymi.

W celu doktadnego i efektywnego numerycznie rozwigzania zadan 7-9
mozna je przeksztalci¢ do zadan optymalizacji stozkowej drugiego rzedu (ang.
second order cone program — SOCP)".

Speienie zatozenia normalnosci wektorow R, stop zwrotu umozliwia

(10)

bezposrednig interpretacj¢ probabilistyczng elipsoidalnych zbioréw niepew-
nosci. Jesli rozktad stop zwrotu nie jest rozkladem normalnym, wowczas trudno
dobra¢ wartosci promieni elipsoid majacych prosta interpretacje probabilis-
tyczng. Niemniej jednak przeprowadzenie wowczas analizy empirycznej przy
specyfikacjach okreslonych pod warunkiem zalozenia normalno$ci jest nadal
uzyteczne, istota metody sie nie zmienia.

" Optymalizacja stozkowa jest rodzajem programowania wypuklego z liniowa funkcja celu, zbiér dopuszczal-
nych rozwigzan jest przecigciem hiperptaszczyzny rzeczywistej i stozka.
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2. Etapy procedury badawczej

Cel artykutu jest realizowany w nastepujacych etapach badawczych:
1. Generowanie za pomoca statystycznej symulacji wielowymiarowego roz-
ktadu stop zwrotu R=(R,R,,...,R,)' 0 zadanych parametrach.

2. Generowanie N probek (N = 5000) z wysymulowanego rozktadu.

Optymalizacja klasyczna i odporna portfeli na podstawie otrzymanych pro-

bek przy zalozeniu macierzy kowariancji i wektora wartosci oczekiwanych

z rozktadu.

4. Analiza liczby i wielkosci przekroczen dopuszczalnego ryzyka portfeli oraz
rzeczywistych charakterystyk portfeli w zaleznosci od nastgpujacych wa-
riantow:

— warto$ci dopuszczalnego ryzyka,

— liczebnosci probek,

— wielkosci elipsoid niepewno$ci dla macierzy kowariancji i wektora war-
tosci oczekiwanych,

5. Analiza porownawcza uzyskanych wynikoéw dla portfeli optymalizowanych
klasycznie i odpornie.

Wymienione etapy badawcze przeprowadzono dla réznych typow roz-
ktadow stop zwrotu z uwzglednieniem wybranych wariantow.

W

3. Rozkiady populacji stop zwrotu wykorzystane
w analizie empirycznej

Oprocz rozkladu normalnego jednym z rozktadéw wykorzystanych
w analizie empirycznej jest uogdlniony rozktad t-Studenta. Funkcja gestosci
jednowymiarowego uogolnionego rozktadu t-Studenta ma postaé:

r[mj 1 v+l
2 AN, AMr—p)i | 2
AP =—(—j {HM} ’ (11)
1% v 1%

I —

2
gdzie p, A sa parametrami odpowiednio polozenia i skali, v jest liczba stopni
swobody. Warto$¢ oczekiwana oraz wariancja zmiennej losowej R majg postac:

E(R)=Mod(R)=u, dla v>1, (12)

14

1
Dz(R)Zz 2, dla v>2. (13)

V—
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W analizie empirycznej jest rowniez rozwazany skos$ny rozktad t-Stu-
denta o nastgpujacej funkcji gestosci (Zhu, Galbraith, 2009):

. , S\-(7+D/2
bc(1+ 2( 1r+/1aj J , r<-—alb,
V_ p—
S, = S\-(r+D)/2 (14)
bc[1+ 12[])1’”;1) J , r=—alb,
v— +
gdzie v>2, —1<A<1. Stale a, b oraz ¢ maja posta¢ odpowiednio:
a =4/10(V_TJ (15)
V_
b =1+32 -a’ (16)
1)
c= 1434 —d? (17)

v
(v — 2)F(2j

Dla zmiennej losowej R o funkcji gestosci (14) zachodzi E(R)=0, D*(R)=1.
Ocena ryzyka portfeli jest takze dokonywana przy zatozeniu rozktadu
Gumbela, ktory jest szczegdlnym przypadkiem rozktadu GEV (ang. Genera-

lized Extreme Value). Funkcja gestosci rozktadu Gumbela zmiennej losowej R
ma posta¢ (Gumbel, 1954):

_z r—u

f(r):%, gdzie z=e *, (18)

natomiast u, A sg parametrami odpowiednio potozenia i skali. Warto$¢ oczeki-
wana zmiennej losowej R o tym rozkladzie ma postac:

ER)=u+ 1y, (19)

gdzie v jest stala Eulera-Mascheroniego, a wariancja wyraza si¢ wzorem:

D*(R) =%2/12. (20)
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W analizie empirycznej uwzgledniono rowniez rozktad Laplace’a, cha-
rakteryzowany nastepujaca funkcja gestosci:

_Jr=4

S s =§e o @1)

Warto$¢ oczekiwana i wariancja zmiennej losowej R o tym rozkladzie sa
nastepujace:

ER)=u, (22)
D*(R) =24’ (23)

4. Wyniki analizy empirycznej

Na wstepie badania przyjeto zalozenie, ze analizowane portfele sa dwu-
sktadnikowe, a stopy zwrotu tych dwodch klas aktywow sa nieskorelowane.
Metoda statystycznej symulacji wygenerowano N probek (N =5000) po-
chodzacych z dwuwymiarowego rozktadu normalnego o nastepujacych para-
metrach bazowych:

n=(2) (24)
1 0
2:{0 4} (25)

Na podstawie kazdej z nich optymalizowano klasycznie i odpornie portfele,

przeprowadzajac kolejne analizy. Badano odsetek przypadkow, w ktorych

rzeczywiste ryzyko portfela przekraczato poziom dopuszczalny v oraz warto$¢

przekroczenia, ktora pokazywata, o ile $rednio rzeczywiste ryzyko portfela

przekroczyto warto§¢ v (nazwano je w skrocie $rednie przekroczenie). Opis,

zatozenia oraz wyniki poszczeg6lnych analiz zawierajg punkty A)-E).

Wymienione w rozdziale drugim etapy procedury badawczej przeprowa-

dzono najpierw przy zalozeniu wielowymiarowego rozktadu normalnego po-

pulacji stop zwrotu o ustalonych parametrach. We wszystkich analizach przy-

jeto nastepujace zalozenia co do parametrow modeli, o ile dany parametr nie byt

zmieniany na potrzeby poszczegdlnych analiz:

— liczebnos¢ proby, n =50,

— dopuszczalne ryzyko portfela, v =2,

— prawdopodobienstwo okreslajace wielko$¢ promienia elipsoidy dla wektora
n, p,= 0,

— prawdopodobienstwo okreslajace wielko$¢ promienia elipsoidy dla ma-
cierzy o, py =0,25.
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A) Analiza liczby i wielkosci przekroczen wartosci dopuszczalnego
ryzyka przez ryzyko portfela o rzeczywistych charakterystykach w postaci
E(R,)=pn oraz D(R,)=p'Ep, gdzie p,X majg postat (24) i (25)
w zaleznosci od zmian warto$ci v dopuszczalnego ryzyka.

Wyniki zawarte w tabeli 1 wskazuja, ze w podejsciu alokacji odpornej
odsetek przypadkow, w ktorych rzeczywiste ryzyko portfela przekracza poziom
dopuszczalny, jest prawie dwukrotnie mniejszy niz w podejsciu klasycznym.
Liczba przekroczen nie zalezy od warto$ci dopuszczalnego ryzyka zar6wno

w przypadku portfeli klasycznych, jak i odpornych. Srednie przekroczenia
w przypadku odpornym sg znacznie mniejsze niz w klasycznej alokacji.

Tabela 1

Zaleznos¢ przekroczen dopuszczalnego ryzyka portfela od wartosci dopuszczalnego ryzyka
przy zatozeniu normalnosci rozktadu

Dopuszczalne Procentowa liczba przekroczen Srednie przekroczenie
ryzyko v portfela | portfele klasyczne | portfele odporne |portfele klasyczne | portfele odporne
1,2 53,46 26,28 0,24 0,18
1,6 52,82 25,68 0,33 0,25
2,0 53,42 26,10 0,33 0,29
2,4 51,46 25,76 0,49 0,36
2,8 52,30 25,44 0,53 0,41
3,2 52,94 25,36 0,49 0,41
3,6 53,84 26,16 0,32 0,29

B) Analiza rzeczywistych charakterystyk portfela w zalezno$ci od zmian
warto$ci v dopuszczalnego ryzyka.

Otrzymane wyniki zilustrowano na rysunku 1. Portfele odporne cechuja
si¢ mniejsza rzeczywista stopa zwrotu i rzeczywistym ryzykiem niz portfele
klasyczne. Wraz ze wzrostem warto$ci dopuszczalnego ryzyka wzrastajg roz-
nice miedzy wartoSciami rzeczywistego ryzyka portfeli klasycznych i od-
pornych. W przypadku rzeczywistej oczekiwanej stopy zwrotu roznice te sa
mniejsze i utrzymujg sie $rednio na statym poziomie.

C) Analiza rzeczywistych charakterystyk portfela w zaleznosci od liczeb-
nosci proby.

Wykresy zaleznosci rzeczywistych charakterystyk portfeli od liczebnosci
proby przestawia rysunek 2.

Portfele odporne cechuja si¢ mniejsza rzeczywista stopa zwrotu i rzeczy-
wistym ryzykiem niz portfele klasyczne, ktére w przypadku odpornym jest
srednio rzecz biorac wyraznie nizsze od poziomu dopuszczalnego rownego 2.
Rzeczywista stopa zwrotu z portfela nie zalezy od liczebnosci proby zaré6wno
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w przypadku portfeli klasycznych, jak i odpornych. Liczebno$¢ proby nie ma
réwniez istotnego wplywu na rzeczywiste ryzyko portfeli odpornych. Natomiast
w przypadku portfeli klasycznych wzrost liczby obserwacji proby zwieksza do-
ktadno$¢ estymacji parametrow i powoduje, ze rzeczywiste ryzyko portfela
zbliza si¢ do ustalonej wartosci ryzyka dopuszczalnego.
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Rys. 1. Zalezno$¢ rzeczywistych charakterystyk portfeli od dopuszczalnego ryzyka przy zaloze-
niu normalnosci rozktadu populacji
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Rys. 2. Zalezno$¢ rzeczywistych charakterystyk portfeli od liczebno$ci proby przy zalozeniu
normalnosci rozktadu populacji

D) Analiza liczby 1 warto$ci przekroczen wartosci dopuszczalnego
ryzyka w zaleznos$ci od liczebno$ci proby.
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Tabela 2
Zalezno$¢ przekroczen dopuszczalnego ryzyka portfela od liczebno$ci proby
przy zatozeniu normalnosci rozktadu
Liczebno$é Procentowa liczba przekroczen Srednie przekroczenie
proby portfele klasyczne | portfele odporne | portfele klasyczne | portfele odporne
25 53,18 32,10 0,61 0,50
50 52,40 24,88 0,39 0,30
75 53,14 22,94 0,30 0,21
100 52,70 21,40 0,27 0,19
200 51,42 18,28 0,18 0,12
400 51,12 14,04 0,12 0,08

Wyniki tej czgéci analizy zawarte w tabeli 2 wskazuja, ze portfele od-
porne cechuja si¢ $rednig wartoscig przekroczen oraz mniejsza procentowa
liczba przekroczen niz portfele klasyczne. Procentowa liczba przekroczen utrzy-
muje si¢ raczej na stalym poziomie przy zmianie liczebno$ci proby, z czego
mozna wnioskowaé, ze jest od niej niezalezna w przypadku portfeli kla-
sycznych. Odmienny wniosek otrzymano dla portfeli odpornych, dla ktorych
przy wzroscie liczebno$ci proby maleje liczba przekroczen dopuszczalnego
ryzyka portfeli. Natomiast $rednie przekroczenia maleja w podobny sposob
wraz ze wzrostem liczebno$ci proby zaréwno w przypadku portfeli klasycz-
nych, jak i odpornych.

E) Analiza liczby i wartosci przekroczen dopuszczalnego ryzyka w za-
leznosci od prawdopodobienstw p, , py .

Wyniki symulacji przedstawiajgce zaleznosci przekroczen dopuszczal-
nego ryzyka portfela od prawdopodobienstw okreslajacych wielkosci elipsoid
niepewnos$ci zawiera tabela 3, natomiast wykresy tych zaleznosci dla procen-
towych przekroczen zamieszczono na rysunkach 3 i 4.

Tabela 3

Zaleznos¢ przekroczen dopuszczalnego ryzyka portfela od prawdopodobienstw okreslajacych
wielkosci elipsoid niepewnosci przy zatozeniu normalnosci rozktadu

Procentowa liczba Srednie Procentowa liczba Srednie
przekroczen przekroczenie przekroczen przekroczenie
P
n | portfele portfele portfele portfele Py | portfele portfele portfele portfele
klasycz- klasycz- klasycz- klasycz-
odporne odporne odporne odporne
ne ne ne ne
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0,00 | 53,34 26,04 0,41 0,31 0,01 | 52,32 50,68 0,41 0,40
0,05 53,5 26,86 0,39 0,31 0,05 | 53,24 41,08 0,40 0,35
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cd. tabeli 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0,10 52,1 27,46 0,40 0,30 0,10 | 52,42 34,72 0,39 0,32
0,25 | 52,12 27,52 0,41 0,32 |0,25] 52,82 25,72 0,40 0,30
0,50 | 51,36 27,46 0,41 0,30 | 0,50 | 53,92 18,02 0,41 0,28
0,75 | 52,44 27,26 0,40 0,30 | 0,75 | 53,38 9,52 0,39 0,24
0,90 | 53,14 26,68 0,40 0,31 0,90 | 52,28 5,98 0,40 0,24
0,95 | 52,34 26 0,41 0,32 |[095]| 52,42 4,28 0,39 0,21
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Rys. 4. Zaleznos¢ procentowych przekroczen od prawdopodobienstwa py
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Liczba procentowych przekroczen oraz $rednie przekroczenia nie zaleza
od wartosci prawdopodobienstwa p, , natomiast maleja wraz ze wzrostem

prawdopodobienstwa py. .

Dalsza czgs¢ analizy empirycznej przeprowadzono dla rozkladow
wymienionych w rozdziale trzecim. Analizowano wplyw promienia elipsoidy
determinowanej przez prawdopodobienstwo py oraz wplyw liczby obserwacji

w probie na liczbe przekroczen wartosci dopuszczalnego ryzyka portfela.
Na rysunku 5 przedstawiono wyniki analiz wpltywu zmian prawdopodo-
bienstwa py na liczbe przekroczen wartoéci dopuszczalnego ryzyka portfela.

Punkty na wykresie odpowiadajace wartosci py =0 reprezentuja przypadek

portfeli klasycznych. Wida¢, ze $rednia liczba przekroczen jest najmniejsza
w przypadku rozkladu normalnego (okoto 0,52), a nieco wigksza dla
pozostatych rozktadow (0,55-0,57). Réznica jednak jest niewielka. Analizujgc
natomiast portfele odporne, dla niezerowych warto$ci py mozna zauwazy¢, ze

zwicksza si¢ r6znica miedzy wynikami dla rozktadu normalnego i pozostatych
rozktadow. Przykladowo dla skrajnej wartosci py =0,95 odsetek przekroczen

przy rozktadzie normalnym wynosi okoto 0,05, natomiast dla pozostalych
rozktadow jest on co najmniej dwukrotnie wyzszy (0,1-0,15). Najwigkszy
odsetek przekroczen jest notowany prawie zawsze dla skosnego rozkladu
t-Studenta.

0,6
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aec ’ —A—t-Studenta
8 031 —e— Gumbela
S
Skosny t-Student:
8 02| —¥— Skosny udenta
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- 0,1 6\‘\‘
0

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Prawdopodobienswo p_sigma

Rys. 5. Zalezno$¢ prawdopodobienstwa p, od liczby przekroczefi warto$ci dopuszczalnego
ryzyka portfela dla réznych rozktadow
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Takiej tendencji nie obserwuje si¢ w przypadku $redniego przekroczenia
(rysunek 6). Tutaj takze dla portfeli klasycznych sa obserwowane duze rdznice.
Najmniejsze $rednie przekroczenia wystepuja przy rozkladzie normalnym
(okoto 0,4). Wyraznie wyzsze sg dla rozktadéw 7-Studenta oraz Gumbela (0,55-
-0,57), a takze dla skosnego rozktadu #-Studenta oraz rozktadu Laplace’a (0,65).
Analizowane bezwzgledne roznice zostaja zachowane takze dla portfeli
odpornych — w skrajnym przypadku py = 0,95 $rednie przekroczenia wynosza
okolo 0,2 przy rozkladzie normalnym, natomiast okoto 0,33 przy rozktadzie
t-Studenta, a takze Gumbela oraz 0,35-0,38 dla sko$nego rozktadu #-Studenta
i rozkladu Laplace’a. Patrzac jednak relatywnie, $rednie przekroczenia w roz-
ktadzie normalnym sg nawet dwukrotnie nizsze niz w pozostatych rozktadach.

0,70
2 0,60
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=
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g 0,40 4 —¥— Skosny t-Studenta
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Rys. 6. Zalezno$¢ prawdopodobienstwa p, od $redniego przekroczenia wartosci dopuszczalnego
ryzyka portfela dla réznych rozktadow

Rysunki 7 i 8 ilustrujg wpltyw liczebnosci proby na liczbe przekroczen
dopuszczalnego ryzyka przy roznych rozkladach stop zwrotu odpowiednio dla
portfeli klasycznych i odpornych. Natomiast rysunki 9 i 10 przedstawiaja za-
lezno$ci migdzy $rednim poziomem przekroczenia dopuszczalnego ryzyka przy
roznych rozktadach stop zwrotu a liczebnoscig proby przy réznych rozktadach
stop zwrotu odpowiednio dla portfeli klasycznych i odpornych.
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Rys. 8. Zaleznos¢ liczby przekroczen dopuszczalnego ryzyka portfeli odpornych od liczebnos$ci
proby dla réznych rozktadow

Zardéwno dla liczby przekroczen (rysunki 7 i 8), jak i §redniego poziomu
przekroczenia (rysunki 9 i 10) wykresy dla portfeli klasycznych oraz odpornych
sa nieznacznie przesunigte wzgledem siebie, lecz maja podobny ksztatt. Mozna
zatem wnioskowacé, ze wptyw liczby obserwacji przy réznych typach rozktadow
jest w omawianym konteks$cie mniej wiecej taki sam dla portfeli klasycznych,
jak rowniez odpornych. Zaobserwowane przesunigcie (wykresy dla portfeli od-
pornych sa nizej) ilustruje ogdlng przewage podejs¢ odpornych nad klasycznymi.
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Analizujac odsetek przekroczen, mozna zauwazy¢, ze przy rozkladzie
normalnym odsetek przekroczen w podej$ciu odpornym jest wyraznie nizszy
niz dla pozostatych rozktadow, z wyjatkiem skosnego rozktadu z-Studenta, lecz
tylko dla duzych prob. Dla portfeli klasycznych takze wyrdznia sie skosny
rozktad #-Studenta, dla ktoérego przy duzych probach liczba przekroczen jest
wyraznie nizsza niz w przypadku pozostatych rozktadow, w tym takze
normalnego.

Srednie przekroczenie
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Rys. 9. Zaleznos¢ $redniego przekroczenia dopuszczalnego ryzyka portfeli klasycznych od liczeb-
nosci proby dla réznych rozktadow

1,00
0,80 - g\
0,60 %

0,40 -

0,20 -

Srednie przekroczenie

0,00 ‘ ‘ ‘ ‘
0 100 200 300 400 500
Liczebnos¢ proby
—e— Normalny —A— t-Studenta —e— Gumbela
—%— Skosny t-Studenta —s—Laplace’a

Rys. 10. Zalezno$¢ sredniego przekroczenia dopuszczalnego ryzyka portfeli odpornych od liczeb-
nosci proby dla réznych rozkladow
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Odnoszac si¢ natomiast do $redniego poziomu przekroczen, nalezy za-
uwazyC, ze zaréwno dla portfeli odpornych, jak i metod klasycznych naj-
mniejsze przekroczenia wystepujg przy rozktadzie normalnym, natomiast naj-
wieksze dla skosnego rozktadu z-Studenta oraz rozkladu Laplace’a. Obserwacja
ta dotyczy zaréwno portfeli klasycznych, jak i odpornych.

Podsumowanie

W artykule badano wptyw btedow estymacji na ryzyko portfela bedacego
rozwigzaniem problemu maksymalizacji stopy zwrotu z portfela przy ograni-
czeniu na jego wariancje. Porownywano wyniki zastosowania klasycznego
podejscia Markowitza oraz alokacji odpornej, ktora pozwala na uwzglednienie
niepewnos$ci zwiazanej z szacowaniem charakterystyk sktadowych portfela na
podstawie proby. Analizy odnoszono do réznych rozktadow populacji stop
zwrotu dzigki zastosowaniu procedur symulacyjnych.

Pokazano, ze omowione podej$cie odporne pozwala uzyskac portfele,
ktére sg bezpieczniejsze z punku widzenia inwestora, biorac pod uwagg nie-
pewnos¢ zwigzang z szacowaniem ich charakterystyk na podstawie proby. O ile
w przypadku klasycznego podejscia Markowitza przy probie liczacej 50 obser-
wacji rzeczywiste ryzyko portfela przekraczato zalozone ryzyko dopuszczalne
$rednio w 50% przypadkow, o tyle dla metod odpornych odsetek ten moze by¢
fatwo zmniejszony do kilku procent przede wszystkim poprzez dobdr od-
powiedniej warto$ci prawdopodobiefistwa py okreslajacego wielkos¢ elipsoidy
niepewnosci dla macierzy kowariancji. Przewaga podejscia odpornego zostaje
zachowana takze w sytuacji, gdy rozklad stop zwrotu aktywow sktadowych nie
jest rozkladem normalnym, ale cechuje si¢ asymetrig lub grubymi ogonami.
Jednak w takim przypadku wtasno$ci portfeli odpornych sa prawie zawsze
gorsze ze wzgledu na liczbe i $redni poziom przekroczen dopuszczalnego ry-
zyka niz przy zalozeniu rozktadu normalnego.

Literatura

Goldfarb D., Iyengar G. (2001): Robust Portfolio Selection Problem. ,,Mathematics
of Operations Research”, 28, s. 1-38.

Gumbel E.J. (1954): Statistical Theory of Extreme Values and Some Practical Appli-
cations. Applied mathematics series 33. U.S. Department of Commerce, National
Bureau of Standards.

Markowitz H. (1952): Portfolio Selection. ,,Journal of Finance”, 7.
Meucci A. (2005): Risk and Asset Allocation. Springer, Berlin.



66 Agnieszka Orwat-Acedanska

Meucci A. (2006): Robust Bayesian Allocation. Working paper.

Orwat A. (2010): Odporne metody alokacji aktywow a ocena ryzyka portfela akeji.
»Skuteczne Inwestowanie”, nr 616, s. 49-62, Szczecin,

Orwat-Acedanska A.: Odporne bayesowskie metody alokacji aktywow a ocena ryzyka
portfela akcji. W: Modelowanie preferencji a ryzyko”. Red. T. Trzaskalik. UE,
Katowice (w recenzji).

Stiirm J. (1999): Using SeDuMi 1.02, MATLAB Toolbox for Optimization over Sym-
metric Cones. ,,Optimization Methods and Software”, s. 11-12.

Titiincli R.H., Koenig M. (2004): Robust Asset Allocation. ,,Annals of Operations Re-
search”, 132, s. 157-187.

Zhu D., Galbraith J. (2009): A Generalized Asymmetric Student-t Distribution with
Application to Financial Econometrics. Scientifics Series, Cirano, Montreal.

THE PORTFOLIO RISK MEASUREMENT
IN ROBUST ALLOCATION FOR SOME TYPE OF DISTRIBUTION
— THE SIMULATION APPROACH

Summary

In the paper an impact of estimation errors on risk of the portfolio obtained by maxi-
mizing expected return with the variance constraint was discussed. Classical Markowitz approach
was compared to robust allocation that accounts for uncertainty about estimated asset cha-
racteristics. Using simulations it was shown that for the robust method number of cases when
a portfolio true risk exceeds the allowed one is much fewer than in the classical approach. Exact
results depend on number of observations, ellipsoid radius for asset covariance matrix in the
robust method and a type of asset distribution. It was presented that superiority of the robust
approach is less evident when asymmetric or heavy-tailed distributions are concerned instead
of the normal one.
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KWANTYLOWA ANALIZA STYLU
NA PRZYKLADZIE WYBRANYCH FUNDUSZY
INWESTYCYJINYCH AKCJ1I

Wprowadzenie

Jednym z elementdw zarzadzania portfelem funduszu jest ocena wy-
nikow portfela, ktérej dokonuje sie za pomoca tzw. przypisywania wynikow
(ang. performance attribution). Polega ono na przyrownaniu catkowitego zwrotu
z inwestycji do zwrotu ze wzorcowego portfela oraz okresleniu wartosci do-
danej bedacej nadwyzka stopy zwrotu z portfela ponad stope wzorcowego (ryn-
kowego) portfela.

Analiza stylu (ang. style analysis) jest statystyczng metoda przypisywania
wynikéw zarzadzania portfelem inwestycjom w okre$lone klasy aktywow.
Zostata zapoczatkowana przez Williama Sharpe’a w 1992 roku. Celem czynni-
kowych modeli analizy stylu jest okre§lenie wptywu inwestycji dokonywanych
przez fundusz na stopy zwrotu osiggane przez niego w ustalonym okresie
badawczym.

Klasyczny model analizy stylu Sharpe’a jest modelem wielorakiej re-
gresji warunkowej wartosci oczekiwanej stopy zwrotu funduszu. Jego para-
metry (na ktore sa nalozone warunki nieujemnosci oraz sumowania do jednosci)
szacuje si¢ metoda najmniejszych kwadratow (MNK). Jednak klasyczna analiza
regresji daje niepeiny obraz zalezno$ci pomiedzy zmiennymi, koncentrujac
uwage jedynie na centralnej czesci rozktadu zmiennej objasnianej. Fakt ten
moze mie¢ powazne konsekwencje dla poprawnego wnioskowania na temat
wplywu czynnikéw modelu na zmiany zmiennej objasnianej w sytuacjach braku
normalno$ci rozktadu sktadnika losowego stop zwrotu, heteroskedastycznosci,
asymetrii rozkladu, istnienia grubych ogondw, obserwacji nietypowych lub
ogo6lnie — niepewnosci co do rodzaju rozktadu.

W artykule uogélniono klasyczng analize stylu Sharpe’a na kwantylowa
analize stylu, proponujgc tym samym podejscie odporne na odstepstwa od kla-
sycznych zalozen modelu Sharpe’a. Celem jest badanie wptywu pewnych czyn-
nikow na caly warunkowy rozktad stop zwrotu wybranych funduszy inwes-
tycyjnych akcji oraz ocena przydatnosci podejscia kwantylowego w analizie
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stylu tych funduszy. Badanie empiryczne przeprowadzono w kilku aspektach.
Po pierwsze, oceniono, czy dla danego funduszu oszacowane struktury
udzialow stylu sa jednorodne w rdéznych czesSciach rozkladu. Po drugie,
zanalizowano, czy fundusze sg zréznicowane pod wzgledem ekspozycji stylu
w danej czeséci rozktadu. Ponadto poréwnano wyniki estymacji kwantylowe;j
z estymacja klasyczna w modelach analizy stylu.

W rozdziale pierwszym omowiono pokrétce charakter dziatalnosci
inwestycyjnej polskich funduszy inwestycyjnych akcji. W rozdziale drugim
przedstawiono teorie klasycznego modelu analizy stylu Sharpe’a. Omdwiono
problem estymacji przedziatowej i weryfikacji hipotezy istotno$ci parametrow
tego modelu, wykorzystujac podejscie Andrewsa. Trzeci rozdzial poswigcono
kwantylowej analizie stylu. Omoéwiono w nim istot¢ modelu oraz przed-
stawiono jeden ze sposobow estymacji przedzialowej i weryfikacji istotnosci
parametrow oraz ich réznic, wykorzystujac podejscie nieparametryczne. Ostatni
rozdziat zawiera wyniki analizy empirycznej.

1. Portfele inwestycyjne polskich funduszy inwestycyjnych
akcji

Fundusze inwestycyjne akcji sa uwazane za najbardziej ryzykowne. Przy-
noszg ponadprzeci¢tne wyniki w czasie hossy, natomiast w czasie bessy za-
zwyczaj generuja duze straty. Fundusze akcji inwestuja przede wszystkim
w akcje. Inwestycje w instrumenty pochodne sa dopuszczalne dla zabezpiecze-
nia przed ryzykiem, z uwzglednieniem celu inwestycyjnego. Ogolnie, udziat
akcji w portfelach funduszy inwestycyjnych akcji wynosi 60-100%, natomiast
przyblizony $redni udziat akcji jest na poziomie 90%. Wyrodznia si¢ trzy pod-
stawowe kategorie tych funduszy:

— aktywne, w ktorych udziat akcji wynosi co najmniej 66%,

— indeksowe, w ktorych co najmniej 90% aktywow stanowi portfel lokat od-
wzorowujacych sktad okreslonego indeksu rynku akcji,

— sektorowe, w przypadku ktérych minimalny udziat akcji spétek nalezacych
do okreslonego sektora w aktywach wynosi 66%.

2. Klasyczny model analizy stylu Sharpe’a

Zalezno$¢ miedzy stopa zwrotu funduszu a stopami zwrotu indeksow
reprezentujacych stopy zwrotu z inwestycji w klasy aktywow dostepne na rynku
w czasie t, t =1,2,...,T ma postac:

R =pE + B, +.. .+ B F+e,, (1)
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gdzie: R, — stopa zwrotu funduszu w czasie t; F,, i =1,2,...,k — stopa zwrotu
i-tego indeksu stylu w czasie ¢; f; —i-ty parametr modelu bedacy i-tym czyn-
nikiem wrazliwos$ci warunkowej oczekiwanej stopy R, na stopg F, (i-ty udziat
stylu); &,— skladniki losowe.

Zapisano wektory: R= (R ,R,....R;), € =(5,56,...&), F=(,E,...E),

gdzie K = (F,,F,,...F,) oznacza wektor losowy stop zwrotu indekséw stylu.

Wektor B=(f,p5,,....5,) jest wektorem udzialdéw stylu wyznaczajacych

strukture portfela & klas aktywow reprezentowanych przez odpowiednie
indeksy. Klasyczny model analizy stylu Sharpe’a (ang. Classical Sharpe’a Style
Analysis — CSSA) ma nastepujace zalozenia: 1" =1, p >0, gdzie 1 jest k-wy-

miarowym wektorem jedynek; sktadniki losowe &, s niezaleznymi zmiennymi
losowymi o tym samym rozktadzie, takimi ze E(s,)=0, D’ (&,) <oo; wektory
(R.K), t=12,....,T sa niezalezne o jednakowym rozktadzie; wektory F,
1 zmienne &, sg nieskorelowane dla kazdego ¢#=1,2,...,T. Klasyczny sposob

weryfikacji istotnosci parametréw opiera si¢ zatozeniu normalnosci rozktadu
sktadnika losowego. Brak normalnosci powoduje, ze estymatory MNK sg
nieefektywne. Oszacowania wariancji sa niepoprawne i w konsekwencji moc
klasycznych testow istotno$ci jest niska.

Symbole 7; i f; oznaczaja realizacje zmiennej losowej R, oraz wektora
losowego F,. Zatozono, ze macierz F jest rzgdu k. Model (1) mozna zapisac:
E(R,|ft):f,'[3. Wektorem estymatorow MNK udzialow stylu Sharpe’a jest

wektor ﬁSMNK, a warto$¢ b=(b,b,,...,b,)" jest rozwigzaniem zadania (Sharpe,
1992):

1< o
;12;?1};;@ ~f,'b) (2)

przy warunkach:1'b =1, b >0 (gdzie 1 to k~wymiarowy wektor jedynek).
Wartosci parametrow B w polaczeniu z indeksami odzwierciedlajg wzor-

cowy portfel rynkowy, okre§lany umownie jako ,,pasywny”. Stopa zwrotu wy-
nikajaca z czgSci pasywnej jest reprezentowana przez zwrot stylu portfela,
natomiast stopa zwrotu wynikajaca z czes$ci aktywnej jest reprezentowana przez
sktadnik losowy. Zdolnos$ci zarzadzajacego do wyboru papieréw wartoscio-
wych, ktore przyniosty wyzsza stope zwrotu w analizowanym okresie niz rynek,
sa utozsamiane z efektem selekcji, ktéry moze by¢ odniesiony do strategii
aktywnej. Efekt alokacji jest odnoszony do strategii pasywne;j.
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2.1. Przedzialy ufnosci i ocena istotnosci wag stylu Sharpe’a
— podejscie Andrewsa

Obecno$¢ ograniczen nalozonych na wektor parametréw modelu analizy
stylu, w szczegdlnosci ograniczenie nieujemnosci, powoduje, ze rozktad wek-
tora estymatorow MNK nie jest znany. Zatem klasyczne podejécie do estymacji
przedziatowej 1 weryfikacji hipotezy istotnosci parametréow modelu nie jest
uzasadnione. Jednym z mozliwych rozwigzan jest zastosowanie metodologii
bayesowskiej lub asymptotycznych przedziatéw ufnosci Andrewsa (Kim,
White, Stone, 2005) (aplikacji tych metod w analizie stylu polskich funduszy
inwestycyjnych i emerytalnych po$wiecono prace Orwat (2008), Orwat (2009),
Orwat (2011a)). W przeciwienstwie do podejscia bayesowskiego metoda And-
rewsa jest bardziej ,,wrazliwa” na obecno$¢ parametrow, ktorych rzeczywiste
wartosci moga by¢ rowne 0.

Andrews (1999) pokazal, ze asymptotyczny rozklad wektora ﬁSMNK

estymatorow mozna przyblizy¢ rozktadem wektora losowego A ktory jest
rozwigzaniem zadania:

przy warunkach: 1'A=0, QL <0, “4)
gdzie: M =E(F,F/)— (kx k) — wymiarowa macierz, det(M)>0; Z — k-wy-
miarowy wektor losowy w postaci Z = M™'G, G jest k-wymiarowym wek-
torem losowym o rozktadzie N,(0,V) z macierza kowariancji V = E(efF,Ft’),
taka ze det(V)>0; Q=[q;],; 1. ., — macierz, taka ze: g, =-1, gdy
B =0 oraz g, =0 w pozostatych przypadkach; j = 1,..., [; / — ilos¢ zerujacych

si¢ parametrow.

Na podstawie rozkladu wektora losowego ) $a wyznaczane asympto-
tyczne przedziaty ufnosci oraz jest mozliwa weryfikacja hipotez o istotno$ci
parametrow klasycznego modelu analizy stylu. Etapy estymacji sa opisane m.in.
w Orwat (2008), Orwat (2011a). Przedziat ufnosci Andrewsa dla p na poziomie
ufnosci 1 — « jest wyznaczany z warunku:

P(ﬁSMNK —z, T < B< ﬁSMNK _ZLT_UZ) ~l-a, ®)
gdzie z; jest a/2-kwantylem, a zy jest (1—a/2)—kwantylem.

Realizacje ) stuza rowniez weryfikacji hipotezy istotnosci parametru S,

opartej na ocenie odsetka realizacji, dla ktérych ﬂl.(f) =0.
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Odporna estymacja macierzy HAC

Jezeli sktadowe wektorow (R,,F/) dla kazdego ¢=1,2,...,T charaktery-
zuja si¢ autokorelacjg oraz heteroskedastyczno$cig, wowczas klasyczna ocena
macierzy kowariancji V = E(&/FF)) jest obcigzona.

Do oszacowania macierzy V zastosowano estymator Neweya-Westa,
ktéry jest odporny na heteroskedastycznosé i *autokorelacje; (ang. hetero-
skedasticity and autocorrelation consistent — HAC) :

L

. IS s LSS : :
avar . (G) = ?ZetthFt + ?Z z weee,_(FF_ +F _F), (6)
t=1

I=1 t=1+1

gdzie / to opOznienie ucigcia, w, =1—-——.
L+1

3. Kwantylowa analiza stylu

Metoda kwantylowej estymacji, ktora ma charakter odporny, pozwala na
innowacyjna estymacj¢ modelu analizy stylu. Podejscie kwantylowe do szaco-
wania liniowych modeli regresyjnych zostato zapoczatkowane przez Koenkera
i Basseta w 1978 roku"". Punktem wyjscia jest estymacja wektora parametrow

B dla proby niezaleznych obserwacji r,, t=12,...,T na ciggu zmiennych

losowych R,R,..., R. zgodnych z rozkladem P(R <r)=3(r—f,'p), gdzie
f =(f1.f0-» fy) Jest kolumna (7 x k)-wymiarowej macierzy obserwacji F
oraz rozktad 3 nie jest znany. Kwantyl z proby rzedu 7, 0 <7 <1 jest rozwia-
zaniem zadania:

min D e —b+ D (-0l -8} (7)

te{tir,2b} te{tir,<b}

3.1. Model regresji kwantylowej

Liniowy model regresji kwantylowej  rzeduz, 0 <7 <1 ma postaé:

R =BOF, +BOF, +..+pOF, +&7, t=12,..T, (8)

" Greene (2002).
" Koenker, Basset (1978).
™" Rozwazany w pracy model regresji kwantylowej nie uwzglednia wyrazu wolnego.
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gdzie B, i=12,....,k — i-ty parametr modelu wyrazajacy poziom warunko-
wych zmian efektu wplywu kwantyla na zmiany pozostalych zmiennych

modelu, 8;7) — sktadniki losowe typu i.i.d. Jedynym zatozeniem modelu (8) jest

posta¢ warunkowej funkcji rozktadu kwantyla rzedu = QT(R,|ft) =f'p", gdzie

B =8, 47.... A7) oraz Qr(gt(’)‘ft) =0. Rozktad niezaleznych zmiennych

losowych £ nie jest wyspecyfikowany, co jest zaleta w aspekcie odpornosci

na obserwacje odstajagce, ktore sg trudne do identyfikacji w przypadku regres;ji
wielorakiej. Jesli B(z) nie zalezy od 7, to model kwantylowy redukuje si¢

(7)

do modelu £ (Rt|f[) =f,'B ze stala wariancja btgdu dopasowania. Jesli B zalezy

od 7, model specyfikuje wariancje, taka ze kwantyl rozkladu zmiennej R,
zalezy od f,. Estymacja modelu” jest dokonywana dla ustalonego kwantyla
rzedu . Zaktadajac, ze obserwacje r, stanowia probe losowa procesu regresji
u, =r,—f,'"p o nieznanej dystrybuancie I, Koenker i Basset (1978) zdefinio-

wali estymator ﬁg]% regresji kwantowej rzedu 7, ktdérego wartos¢ b jest rozwia-

. . kk
zaniem zadania :

i —f 'b|+ 1- —f.'b||. 9
:’g‘rkl ze{z:;fﬂl}f} t | te{t:;ff'b} T)|7’, t |

Zadanie to ma zawsze rozwigzanie; w przypadku rozktadow ciagltych jest
ono jednoznaczne. Poniewaz zadanie (9) mozna zapisa¢ w postaci zadania pro-
gramowania liniowego, minimalizacji mozna dokona¢ za pomoca algorytmu
punktu wewnetrznego (Portnoy, Koenker, 1997). Odporny charakter regresji
kwantylowej powoduje, Ze jest ona zaliczana do nieklasycznych metod modelo-
wania zaleznosci migdzy zmiennymi. Jej aplikacje na polskim rynku kapitato-
wym mozna znalez¢ w: Trzpiot (2007), Trzpiot (2008), Trzpiot (2009a), Trzpiot
(2009b), Trzpiot (2009¢), Trzpiot (2010), Trzpiot (2011).

* Semi-parametryczny charakter estymacji wynika z braku specyfikacji rozktadu sktadnika losowego. Moz-
liwe jest rOwniez parametryczne podejscie do estymaciji, jesli sktadniki losowe maja asymetryczny rozktad
Laplace’a.

" W przypadku k =1, f, =1 dla wszystkich ¢ zadanie (9) redukuje si¢ do postaci (7), a najmniejszy btad

bezwzgledny jest wowczas rowny medianie.
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3.2. Model kwantylowej analizy stylu

Dodajac ograniczenia na parametry modelu (8), otrzymano model kwan-
tylowej analizy stylu (ang. Quantile Style Analysis):

R =BOF, +pOF, +..+BOF, +&7, t=12,..T, (10)

gdzie: R, — stopa zwrotu funduszu w czasie t; F,, i=1,2,..., k — stopa zwrotu
i-tego indeksu stylu w czasie ¢ ,HI.(T)— i-ty parametr modelu bedacy i-tym
czynnikiem wrazliwoéci warunkowego kwantyla rzedu 7, 0<7 <1 stopy R,

na stope F,; 5}” — skladniki losowe. Zatozenia modelu (10) sa nastepujace:

g7 =120, Q,(R,‘f,) =f'g?, Qr(gt(’)‘ft) =0. Kwantyl stopy zwrotu portfela

funduszu jest liniowa funkcja ekspozycji stylu. Estymatory parametréw modelu
(10) sa rozwigzaniem zadania (9) przy ograniczeniach 1'b =1, b > 0.

3.3. Przedziatly ufnosci i ocena istotnosci kwantylowych wag

stylu — podejscie nieparametryczne

Nieparametryczne metody estymacji przedziatowej i weryfikacji istot-
no$ci wag stylu sa alternatywa dla metod parametrycznych, ktore w przypadku
kwantylowej analizy stylu sg zbyt restrykcyjne ze wzgledu na zalozenia
metodologiczne. Jesli bowiem sktadniki losowe sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi o takim samym rozkladzie, wowczas asymptotyczna macierz ko-
wariancji dla B ma posta¢ (Hao, Najman, 2007):

_t(l-7) 1

X =
BT £, (0)

(F'F)", (an

gdzie f ., (0) jest nieznang funkcja gestosci dla g (sposob jej szacowania

. . * ’qe g o . . . . . .
opisuje Koenker ). Jesli sktadniki losowe nie sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi o takim samym rozktadzie, wowczas:

r ., =———D;'D,D;", (12)

" Hao, Najman (2007).
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T T
gdzie D, =%th'f, , D, =%Zﬁ/ft'f, , W sa odpowiednimi wagami.
t=1 t=1

Ze wzgledu na restykcyjnosé zatozen dotyczacych sktadnikow losowych
oraz komplikacje numeryczne przy szacowaniu powyzszych macierzy, sku-
piono si¢ na nieparametycznej metodzie — podejsciu bootstrapowym. Nie wy-
maga ono zalozenia typu i.i.d, charakteryzuje si¢ odpornoscig oraz umozliwia
zastosowanie odpowiednich procedur numerycznych. Metoda bootstrap zostata
przedstawiona przez Efrona (1979). Jednym z mozliwych sposobow estymacji
bootstrapowej jest zastosowanie procedury Monte Carlo. Jednak zamiast loso-
wania probek z hipotetycznego rozktadu, losuje si¢ probki ze zwracaniem z ba-
danego zbioru danych. Na podstawie zbioru sktadajgcego si¢ z T obserwacji
tworzy si¢ nowy zbidr, losujac T elementéw, a procedurg losowania powtarza
si¢ N razy (N >1000). Odnoszac t¢ metod¢ do modelu kwantylowej analizy

stylu, kazdy utworzony bootstrapowo sposob zbior par (f,;r), gdzie
i=12,...k t=12,.., T, stuzy estymacji przedzialowej i weryfikacji istotnosci
wag kwantylowej analizy stylu.

Jedna z mozliwosci estymacji przedziatu opiera si¢ na bootstrapowej
ocenie btedu sktadnika losowego s,,,, 1 aproksymacji rozktadem normalnym:

BY tu,s,,,. W artykule zastosowano alternatywne podejscie wykorzystujace

kwantyl z proby bootstrapowej. Przykladowo 95% przedzial ufnosci jest
wyznaczony przez percentyle rzedu 2,5 oraz 97,5, obliczone na podstawie

10 000 boostrapowych realizacji ﬂl.(f). Realizacje te stuzg rowniez weryfikacji
hipotezy istotno$ci parametru opartej na ocenie odsetka realizacji, dla ktorych
BT =0 pY (hipoteza zerowa H,:f” =0, hipoteza alternatywna
H, : 7 >0). Odsetek ten jest traktowany jako empiryczne p-value testu.

W niniejszym artykule przeprowadzono réwniez badanie istotnosci
roéznic migdzy kwantylowymi wagami stylu roznych rzedow. Zweryfikowano
hipoteze: H,:p” =B przeciw: H,:B7 =B, gdzie r#v, r,ve(0]) oraz
I'gp=1, p=0.

Statystyka testowa ma posta¢ (Hao, Najman, 2007):

[ﬁ(r) —ﬁ(”)], (13)

5 A [ $-1
W = B(r) _ B(U)]Zﬁm_ﬁ(v)

" Metody estymacji W przedstawiono w Koenker (2005).
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gdzie Eégw,ﬁ«») jest estymatorem macierzy kowariancji réznic miedzy warto$-

ciami parametrow dla réznych rzedow kwantyli. Przy zatozeniu prawdziwosci
hipotezy H, statystyka (13) ma rozktad x> z 2 stopniami swobody.
-1

W artykule elementy macierzy )y 5O

» Sa szacowane boostrapowo.

4. Wyniki analizy empirycznej

Estymacje omowionych modeli analizy stylu przeprowadzono w od-
niesieniu do nastgpujacych polskich funduszy inwestycyjnych akcji: Legg Ma-
son Akcji FIO (LEGG), Inverstor Akcji FIO (INVEST), Arka BZ WBK FIO
subfundusz Arka Akcji (ARKA), ING Parasol FIO subfundusz Akcji (ING),
UniFundusze FIO subfundusz UniKorona Akcje (UNIKOR). Okresem ba-
dawczym jest styczen 2000-kwiecien 2011. Wymienione fundusze nalezg do
klasy funduszy uniwersalnych akcji, ktore dziataly na polskim rynku finanso-
wym w catym okresie badawczym.

Zmienng objasniang kazdego modelu tworza logarytmiczne miesieczne
stopy zwrotu z wartosci jednostek uczestnictwa funduszu (136 obserwacji).
Zbior zmiennych objasniajacych modelu jest taki sam w przypadku kazdego
OFI i tworza go logarytmiczne miesieczne stopy zwrotu subindekséw sek-
torowych WIG. W analizie uwzgledniono subindeksy, ktore byly notowane
w calym okresie badawczym, tzn.: WIG-telekomunikacja (WIGy), WIG-spo-
zywezy (WIGg,,), WIG-informatyka (WIGiy), WIG-budownictwo (WIGug)
1 banki (WIGy,y).

Pierwszy etap badania poswigcono estymacji klasycznych modeli Shar-
pe’a. Oszacowane MNK modele klasyczne analizy stylu maja postac:

1poe=017WIG, +019WIG,, +014 WIG,; +016 WIG,, +034WIG,, (14

Farica= O 3WIG, +01 TWIG,, +0.13WIG, +024 WIG, 4 +039WIG,, (15)
Fing =016 WIG, +0.18 WIG, ,+0,15WIG,;+020 WIG, 4 +031WIG,, (16)
Ty =018 WIG, +017WIG,, +0.16 WIG,; +016 WIG, 4 +034WIG,, (17)

Ty =013 WIG, +024WIG,, +0,03WIG,; +0.22WIG, 4 +039WIG,, (18)

Estymacje punktowg MNK parametréw powyzszych modeli uzupetniono
opartymi na metodologii Andrewsa estymacja przedzialowa i weryfikacja ich
istotnosci. Przy obliczaniu 95% przedzialow ufnoSci Andrewsa macierz
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kowariancji V = E(s’F,F/) szacowano odpornie wykorzystujac estymator Ne-
weya-Westa typu HAC. Wyniki zawiera tabela 1. W przypadku kazdego fun-
duszu, z wyjatkiem INVEST, wszystkie zmienne niezalezne modelu sg statys-
tycznie istotne na poziomie istotnosci 0,05. Zmienng modelu funduszu
INVEST, ktora na poziomie istotnosci 0,05 okazala si¢ statystycznie nieistotna,
jest WIG-informatyka.

Tabela 1

Wiyniki estymacji przedziatowej i weryfikacji istotno$ci wag stylu modeli 14-18

Udzialy |50, o redziat ufnosci Udzialy | 950, o sedziat
Indeks stylu Andrewsa p-value stylu ufogei Andrewsa p-value
LEGG ARKA
WIG-tel 0,17 0,11 0,24 0 0,13 0,05 0,21 0
WIG-spo | 0,19 0,13 0,25 0 0,11 0,02 0,20 | 0,005
WIG-inf | 0,14 0,07 0,21 0 0,13 0,06 0,20 | 0,001
WIG-bud | 0,16 0,08 0,23 0 0,24 0,16 0,32 0
0,34 0,39
WIG-ban 0,26 0,34 0 0,28 0,39 0
R? 0,8365 0,807413
Udzialy |50, o redziat ufnosci Udzialy | 950, rsedziat
Indeks stylu Andrewsa p-value stylu ufogei Andrewsa p-value
ING UNIKOR
WIG-tel 0,16 0,11 0,22 0 0,18 0,11 0,24 0
WIG-spo | 0,18 0,12 0,24 0 0,17 0,09 024 | 0,001
WIG-inf | 0,15 0,10 0,20 0 0,16 0,08 0,23 0
WIG-bud | 0,20 0,13 0,26 0 0,16 0,09 0,23 0
WIG-ban | 0,31 0,24 0,38 0 0,34 0,26 0,41 0
R’ 0,8814 0,8388
Udzialy |50, o redziat ufnosci
Indeks stylu Andrewsa p-value
INVEST
WIG-tel 0,13 0,06 0,22 0
WIG-spo | 0,24 0,17 0,32 0
WIG-inf | 0,03 -0,07 0,03 0,271
WIG-bud | 0,22 0,12 0,32 0
WIG-ban | 0,39 031 0,48 0
Suma 1
R’ 0,7580

Wartosci oszacowanych MNK udziatow stylu wskazujg, ze fundusze nie
roéznig si¢ znaczaco pod wzgledem ekspozycji stylu (rysunek 1). Najwickszy
wplyw na osiggane w przyjetym okresie badawczym stopy zwrotu jednostek
uczestnictwa analizowanych funduszy mialy inwestycje w akcje subindeksu
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WIG-banki ($redni udzial wynosi 35%). Warto$ci udzialow czterech pozo-
statych subindeksow sa zblizone w przypadku pozostaltych funduszy z wy-
jatkiem funduszu INVEST.

a) b)
13%
7% B WIG-tel
4
34% 39% — 11% H WIG-spo
%4 \
%+ ! N O WIG-inf
& 119%
13%
74 0 WIG-bud
16% 14% 24% H WIG-ban
¢) d)
0,
16% 18%
31%
\ 33%
\
’ )\ \
* {18% * ..
A\ 1 DN 117%
1 |
N
N\
20% o
’ 15% 16% 16%
e)
13%
4}4:\
38% \
24%
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~—_
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Rys. 1. Udziaty stylu szacowane MNK: a) LEGG, b) ARKA, ¢) ING, d) UNIKOR, e) INVEST
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Druga czg$¢ badania dotyczy implementacji modelu kwantylowej analizy
stylu dla rozwaznych funduszy. Na rysunkach 2 i 3 zamieszczono oszacowane
udzialy dla réznych rzedow kwantyla dwoch przyktadowych funduszy LEGG

oraz ARKA.
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Rys. 2. Udziaty kwantylowej analizy stylu funduszu LEGG dla wybranych rzedow kwantyla
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Rys. 3. Udziaty kwantylowej analizy stylu funduszu ARKA dla wybranych rzedow kwantyla
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Oszacowane udzialy kwantylowej analizy stylu rozwazanych rzgdow
oraz wyniki weryfikacji ich istotnosci dla pozostalych funduszy zawiera ta-
bela 2. Jedynie w przypadku OFI INVEST jedna zmienna (WIGy,) jest statys-
tycznie nieistotna na poziomie istotnosci 0,05 dla wszystkich rozwazanych
rzedow kwantyla. Zmienne objasniajace pozostatych modeli sa w zdecydowane;j
wigkszos$ci statystycznie istotne.

Tabela 2

Wiyniki estymacji punktowej i weryfikacji istotnosci kwantylowych wag stylu

Rzad 0.05 0.1 0.25 0.5 0,75 0.9 0,95
kwantyla
E = E E = E =
OF1 IR IR R N R EI R
S I A = I = I I T < =T A = I =
Indeks .ZP < =~ < —~ < —~ < -~ < -~ = =~ =
< < < < < < <
S|Z|S|L|8|Z|8|E2|5|2|5|2)58]1%
-] =) -] -] =) -] =)
WIG-tel 0,18/ 0,00|0,16| 0,01 |0,20| 0,00 | 0,11]0,01 | 0,11]0,01 | 0,09 0,02 | 0,09 | 0,03

WIG-spo |0,22]0,03]0,22]|0,01 [0,21]0,00| 0,16]0,00] 0,22 0,00 | 0,22]0,00| 0,22 | 0,00
WIG-inf [0,17]0,01{0,17]0,01{0,12| 0,00 0,16{0,01]0,16]0,01]0,13]|0,03] 0,12 0,05
WIG-bud {0,07] 0,08 | 0,09] 0,07 0,12]0,03] 0,15]0,04 | 0,12] 0,02 | 0,13 |0,03] 0,16 | 0,04
WIG-ban {0,36]0,00{0,37(0,00]0,34]0,00] 0,41 0,00 | 0,40 0,00 | 0,42 | 0,00 | 0,41 | 0,00
WIG-tel {0,20(0,03(0,15]0,02]0,17]0,01]0,12{0,01]0,12]0,01] 0,10/ 0,04 0,12 | 0,06
WIG-spo {0,13]0,12{0,10] 0,10 0,11]0,07) 0,10{0,05| 0,10] 0,04 | 0,12 0,06 | 0,12 | 0,07
WIG-inf | 0,16]0,02]0,16]0,02]0,15]0,02] 0,12]0,03 | 0,12] 0,05 | 0,07 | 0,12 | 0,07 | 0,15
WIG-bud | 0,20 0,01 0,28 0,00 0,24]0,00) 0,23]0,00 | 0,23]0,00 | 0,22 0,00 0,21 | 0,00
WIG-ban |0,31]0,00{0,32]0,00]0,34]0,00] 0,43]0,00| 0,43] 0,00 [ 0,49 | 0,00 | 0,49 | 0,00
WIG-tel {0,17]/0,00]0,17 0,00 0,16]0,00| 0,16]0,01 [ 0,12|0,01|0,12{0,01]0,120,03
WIG-spo |0,15/0,01]0,15|0,00] 0,10 0,00 | 0,18]0,01 | 0,18] 0,00 0,19 | 0,00 | 0,20 | 0,01

LEGG

ARKA

2 WIG-inf |0,20]/0,01]0,19(0,00]0,20]0,01 ] 0,16]0,01[0,15]0,01]0,13]{0,02]0,13]0,03
WIG-bud | 0,17]0,00 0,16 | 0,00 | 0,18 0,00 | 0,16 0,00 | 0,19] 0,00 | 0,19 0,00 | 0,19 | 0,00
WIG-ban | 0,31]0,00]0,320,00] 0,36 | 0,00 0,34]0,00 | 0,35] 0,00 | 0,36 | 0,00 ] 0,36 | 0,00
WIG-tel [0,19]/0,00{0,17|0,00]0,17]0,00) 0,13]0,010,09]0,02|0,08]0,04]|0,08]0,07

g WIG-spo | 0,14 0,10 0,10 0,08 | 0,15 0,03 ] 0,20|0,01 | 0,21 0,01 [ 0,21 | 0,01 | 0,21 | 0,02

& |WIG-inf [0,14]0,00 [ 0,13]0,00[0,14]0,00 [ 0,12]0,01]0,11]0,01]0,10{0,05]0,10{0,07

% WIG-bud | 0,200,02]0,110,01 | 0,20 0,00 | 0,21{0,00 [ 0,21] 0,00 0,22 | 0,01 | 0,22 | 0,01
WIG-ban |0,33]0,00{0,320,00]0,35]0,00] 0,35]0,00| 0,38] 0,00 | 0,38 0,00] 0,38 | 0,00
WIG-tel [ 0,15[0,01{0,11{0,01]0,13]0,01]0,16]0,01]0,10]0,01]0,10]0,05] 0,08] 0,07

& |WIG-spo |0,22]0,01{0,20|0,01|0,24]0,00 | 0,28 0,00 | 0,29 | 0,00 | 0,30 0,00 | 0,29 | 0,00

E WIG-inf [0,10{0,07 0,11 0,08 | 0,08 0,09 | 0,03] 0,18 | 0,03 | 0,40 | 0,00 0,54 | 0,00 | 0,58

& |WIG-bud | 0,19]0,02[0,19]0,02] 0,18 0,01 0,08]0,01[0,16]0,00]0,16] 0,01 0,14] 0,01

WIG-ban | 0,34 (0,00 0,30{0,00{0,337]0,00]|0,444]0,00]0,42]0,00] 0,45] 0,00 0,49 0,00

Pogrubiong czcionka oznaczono p-wartosci wskazujace na brak istotnosci danej zmiennej (przy-
jeto poziom istotno$ci 0,05).
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Uzyskane wyniki wskazuja na niewielkie zroznicowanie ekspozycji stylu
miedzy kwantylowymi modelami réznych rzgdow. Fakt ten potwierdzajg wy-
niki implementacji testu Walda (tabela 3). Kolumny tabeli zawierajg wartosci
statystyki testowej oraz p-wartosci obliczone dla testu weryfikujacego brak
istotnych réznic miedzy kwantylowymi wspotczynnikami modeli réznych
rzedow.

Tabela 3

Wyniki weryfikacji istotno$ci roznic migdzy kwantylowymi wagami stylu

Pary | 05025 | 05075 | 05005 | 050,95 |025075| 0,109 [ 0250095

< 0 < NS < NS < NS < “© < 0 < “©

5| |8l || Elzs| € sl € |ns| ¢ v ¢

OFI (23| 5 |25 B |25 5§ |25 5|25 8§ |235| § |25| &
§=| 2 |53 % |58 1 |87 1|28 2 |85 1 |87

|72} e |wn e |w e |w e |w e |» e |lw [SY

LEGG _ |3.35[0,50 [ 1.35]0.85[2.63]0.62] 1,24 0.87 | 2,69 0.61 | 1,39 0.85 [ 2.21{0.70

ARKA 2,1610,71)0,00| 0,9 {2,791 0,59|1,09(/0,90 [ 1,17{0,88 | 3,02{ 0,55 2,57 0,63

ING 2,33(0,68]1,19/0,88]0,56) 0,97 (1,05]0,90 | 2,42]0,66 | 1,61 (0,81 | 1,40 0,84

UNIKOR [1,29]0,86 | 0,64]0,96| 1,08(0,90]0,74{0,95]2,15]0,71{1,66]0,80 | 1,45]0,84

INVEST [4,45]0,35(3,12]0,54|3,76(0,44]2,51{0,64|1,24)|0,87{2,29]0,68 | 2,73 0,60

Zrbdznicowanie ekspozycji stylu szacowanej modelami kwantylowej ana-
lizy stylu jest nieznaczne zar6wno w odniesieniu do modeli r6znych rzedoéw
danego funduszu, jak i odpowiadajacych sobie udziatow poszczegoélnych fun-
duszy. Nalezy podkresli¢, ze wniosek ten jest odmienny od wniosku otrzyma-
nego na podstawie wynikéw implementacji kwantylowej analizy stylu dla pols-
kich funduszy inwestycyjnych zrownowazonych (prace Orwat, Trzpiot (2011a)
i Orwat, Trzpiot (2011b)). Zamieszczone w powyzszych pracach wyniki badan
wskazaty, ze struktura udziatow stylu funduszu zrownowazonego jest silnie
zréznicowana wzgledem roznych czgsci rozkltadow stdép zwrotu. Ponadto
fundusze zrownowazone sa takze silnie zréznicowane pod wzgledem struktury
udziatow.

Niewielkie zréznicowanie struktury udziatéw funduszy akcji w badanym
okresie wynika czgsciowo ze specyfiki ich dziatalnosci inwestycyjnej. Ponadto
silne korelacje miedzy zmiennymi objasniajacymi modeli determinuja duze
btedy standardowe sktadnikow losowych.

Stopy zwrotu osiggnigte przez analizowane fundusze akcji w przyjetym
okresie badawczym w najwiekszym stopniu sg zdeterminowane przez inwes-
tycje w akcje subindeksu WIG-banki. Dla rozwazanych rzedéw kwantyli udziat
subindeksu WIG-banki wynosi od 32% do 43%. Sredni udziat tej zmiennej dla
wszystkich funduszy jest mniejszy w przypadku kwantylowych modeli rzedu
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mniejszego od 0,5, a wiekszy w przypadku kwantylowych modeli rzedu wiek-
szego od 0,5. Sredni wplyw inwestycji funduszy w akcje pozostatych sub-
indekséw na osiggane stopy zwrotu jest na poziomie 9-21% (rysunek 4).
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Rys. 4. Usrednione udziaty kwantylowych modeli analizy stylu rozwazanych funduszy

Podsumowanie

Zaleta kwantylowej analizy stylu jest mozliwo$¢ badania kazdej czgsci
rozktadu, a nie jedynie jego srodka.

Niewielkie zréznicowanie udzialéw stylu danego funduszu akcyjnego
w roznych czesciach warunkowych rozktadow stop zwrotu pozwala na ograni-
czenie szacowania jego udzialow stylu do centralnej czeSci rozktadu (np.
metoda klasyczng). Ponadto analizowane fundusze sa podobne do siebie pod
wzgledem ekspozycji stylu w danej czesci rozktadu. Nalezy jednak pamietac, ze
wnioski te mogg wynika¢ po czes$ci ze specyfiki dziatalnosci inwestycyjnej
funduszy akcyjnych, jak réwniez moga by¢ konsekwencja specyfikacji modeli.

Whioski ptynace z przeprowadzonej analizy empirycznej nie pokrywaja
si¢ z wnioskami otrzymanymi na podstawie podobnej analizy empirycznej
przeprowadzonej na danych dotyczacych zrownowazonych funduszy inwesty-
cyjnych. Zatem wybor metody estymacji udziatéw stylu polskich funduszy
inwestycyjnych powinien by¢ poprzedzony badaniem wptywu okreslonych
czynnikdw na caty warunkowy rozklad stép zwrotu funduszu. W tym kon-
tekécie mozna traktowa¢ metode kwantylowej analizy stylu jako podejscie
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uzupetniajace dla klasycznej analizy stylu. Chociaz ograniczenie szacowania
udziatow stylu do centralnej czesci rozktadu wydaje si¢ uzasadnione w przy-
padku funduszy inwestycyjnych akcji, to argumentacja tego faktu jest mozliwa
po przeprowadzeniu kwantylowej analizy stylu uzupetniajacej podejscie kla-
syczne. Przemawia to za przydatno$cig podejscia kwantylowego w obszarze
analizy polskich funudszy inwestycyjnych.
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QUANTILE STYLE ANALYSIS BASED ON STOCK MUTUAL FUNDS EXAMPLE

Summary

Style Analysis models allows to assess impact of same factors (style shares) representing
investment in various asset classes on funds’ rate of returns. Classical Sharpe Style Analysis
offers only partial view on the dependencies since it focuses only on the central part of dependent
variable endogenous distribution (parameters are estimated by least squares method). It may have
serious consequences for correct inference on the factors impact on endogenous variable,
especially when error term is non-normal, asymmetric, fat-tailed or in presence of outliers
or when there is any uncertainty regarded to shape or type of a distribution.

We generalize classic Sharpe Style Analysis to Quantile Style Analysis, which allows
to investigate dependencies between fund returns and the risk factors for the whole conditional
distribution of the returns. The paper aim is to investigate the impact of the same factors (style
shares) on the whole conditional distribution of participate units of stock mutual funds returns and
to assess the usefulness of the quantile approach to the style analysis of the funds. The empirical
analysis is performed for different point of views. First we investigate whether for a given fund
estimated style shares are homogenous for different quantiles. Second we analyze if funds differ
according to the style exposition for given quantile. Moreover we compare quantile style shares
to classical least squares shares.
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ZASTOSOWANIE SKOINTEGROWANYCH
MODELI VAR NA MIEDZYNARODOWYCH
RYNKACH FINANSOWYCH

Wprowadzenie

Wektorowe modele autoregresyjne (VAR — Vector AutoRegressive)
to modele pozwalajace prognozowaé zjawiska ekonomiczne, w ktérych nie ma
konieczno$ci narzucenia, ktore zmienne sa zmiennymi objasniajacymi, a ktore
majg charakter zmiennych objasnianych. Podwalinami modeli VAR sa prace
Wolda (1954) oraz Strotza (1960), w ktérych przyczynowos¢ znajduje odzwier-
ciedlenie w interpretacji poszczegélnych parametrow (Osinska, 2008, s. 38).
Modele VAR majg posta¢ wielorbwnaniowa, ktora polega na badaniu regres;ji
biezacej wartosci kazdego analizowanego procesu od wszystkich pozostatych
procesow opdznionych o p okresow (Osinska, 2008, s. 36). Tak wigc zmienna
objasniana jest wyja$niana przez swoje wlasne opoznienia oraz przez pozostale
op6znienia zmiennych budujacych model. Tak sformutowana posta¢ modeli
VAR powoduje, ze sg one bardzo proste w szacowaniu za pomoca klasycznej
metody najmniejszych kwadratow. Modele VAR moga by¢ wykorzystane m.in.
do modelowania wielorownaniowych szeregéw czasowych. Rynki finansowe
oraz instrumenty finansowe s3 w wysokim stopniu powigzane, co powoduje, ze
modele VAR daja bardzo dobre rezultaty w prognozowaniu zachowania rynkow
finansowych. Zatozeniem modeli VAR jest spelnienie warunku stacjonarnos$ci
dla kazdej zmiennej rozwazanej w modelu. Takie zatozenie czgsto zostaje spet-
nione w przypadku stop zwrotu lub przyrostow szeregu finansowego. Jednak
zastosowanie przyrostow lub stop zwrotu dla szeregu finansowego nie pozwala
na wyodrgbnienie tendencji dlugookresowej. Dlatego gdy celem modeli VAR
jest opisywanie cen instrumentdéw finansowych, dla ktérych warunek stacjonar-
nosci jest trudny do speknienia, bezposrednia implementacja modeli VAR nie
jest mozliwa. W pracy zaprezentowano wektorowy model korekty btedem
(VECM - Vector Error Correction Model), ktory wyraza dlugookresows relacje
pomigdzy niestacjonarnymi zmiennymi. Dlatego kluczowe staje si¢ okreslenie,
czy zmienne niestacjonarne sa w diugookresowej relacji — witasnos¢ dhugo-
okresowej rownowagi jest okreslana jako kointegracja (Kusidet, 2000, s. 45).
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W ninigjszym artykule przedstawiono implementacj¢ skointegrowanych
modeli VAR na rynku papieréw wartosciowych. Badania empiryczne prze-
prowadzono dla rynku polskiego (WIG — Warszawski Indeks Gieldowy) oraz
dla rynku Stanow Zjednoczonych (DJIA — Down Jones Industrial Average).
W pierwszej kolejnosci dobrano rzad opdznien dla modelu VAR za pomoca
kryterium informacyjnego, a nastepnie zbadano wystepowanie wtasnosci ko-
integracji pomiedzy badanymi rynkami. Zbudowane modele dla rynku polskie-
go oraz amerykanskiego pozwolity wyznaczy¢ jednodniowe prognozy, ktdre
postuzyly do zbadania efektywnosci skointegrowanych modeli VAR na
miedzynarodowych rynkach finansowych.

1. Wilasnosci modeli VAR

Modele VAR sa modelami wielorownaniowymi, w ktérych kazda zmien-
na jest wyjasniana przez wtasne opdznienia oraz opdznienia pozostatych zmien-
nych objasniajacych (Kusidet, 2000, s. 15). Rzad opdznien (p) dla opdéznionych
zmiennych moze zosta¢ dobrany za pomoca jednego z kryteridéw informa-
cyjnych. Istotny jest fakt, iz rzad opoznien wptywa na liczbg szacowanych para-
metrow, dlatego przy niewystarczajaco dlugim szeregu czasowym niemozliwe
staje si¢ narzucenie zbyt dlugiego rzedu opdznien (p). W literaturze znanych
jest kilka kryteriow informacyjnych pozwalajacych dobra¢ rzad opdznien (p).
W niniejszym artykule przytoczono trzy najcze¢Sciej stosowane kryteria infor-
macyjne. Rzad op6znien dla modeli VAR jest dobierany poprzez minimalizacjg
jednego z kryteriow informacyjnych (Zivot, Wang, 2001, s. 386).

Kryterium Akaike (AIC):

AIC(p)=1n[S(p) + % pn’ (1)
Kryterium Schwarza-Bayesa (BIC):
Bzc(p)zln\i(p1+m7T o @)
Kryterium Hannana-Quinna (HQ):

2InlnT o 3)

HQ(p)=1n/S(p) +

gdzie:

T — dlugosc¢ szeregu czasowego,

p —r1zad opOznien,

n - liczba wymiaréw szeregu czasowego,
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jest macierza kowariancji reszt modelu bez uwzglednienia korekty liczby
szacowanych parametrow, gdzie £, to wielowymiarowa macierz reszt modelu
szacowanego metoda najmniejszych kwadratow.

Zachowanie efektywno$ci oszacowan parametrow modeli VAR jest moz-
liwe do osiggnigcia w przypadku, gdy jest spelnione zatozenie stacjonarno$ci
dla analizowanych szeregow finansowych. Badanie stacjonarnosci szeregu
finansowego moze si¢ odby¢ z zastosowaniem testow pierwiastka jednostko-
wego. Dobrze znanym testem pozwalajacym weryfikowaé zatozenie stacjonar-
nosci szeregu finansowego jest test Phillipsa-Perrona, w ktoérym hipotezy maja
nastgpujaca posta¢ (Peron, 1988, s. 297-332):

Hy: Ve~ I(l)
HI: Vi~ I(O)
gdzie:
y, — obserwacje szeregu finansowego.

Hipoteza zerowa glosi istnienie pierwiastka jednostkowego, co pozwala
odrzuci¢ hipoteze o zachowaniu stacjonarnosci przez szereg finansowy,
natomiast hipoteza alternatywna méwi, ze szereg jest zintegrowany w stopniu
zerowym, co $wiadczy o spenieniu zalozenia stacjonarno$ci przez szereg
finansowy.

Innym testem pozwalajgcym badaé istnienie pierwiastka jednostkowego
jest test Dickeya-Fullera, ktory opiera weryfikacj¢ hipotezy o stacjonarnosci
szeregu finansowego na parametrze autoregresji w modelu AR(1). Posta¢
modelu AR(1) jest nastepujaca:

V=PV T & %)
gdzie:

P — parametr autoregresji modelu AR(1).

Hipotezy dla testu Dickeya-Fullera maja posta¢:
Hy: y,~1(1):p=1
Hp: y,~1(0): p<1
Hipoteza zerowa glosi, ze parametr autoregresji (p) jest rOwny zero (szereg nie

posiada wlasnos$ci stacjonarnosci), natomiast hipoteza alternatywna mowi, ze
parametr autoregresji (o) jest istotnie mniejszy od jednosci, co §wiadczy o za-

chowaniu stacjonarno$ci przez szereg finansowy.
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Jezeli szereg finansowy zostanie zapisany w formie przyrostow analizo-
wanej zmiennej, mozliwe jest przeksztalcenie réwnania (5) do nastepujacej
postaci:

Ay =y, =y =(p=1y .+ (6)
Wtedy hipotezy maja postaé:
Hy: y,~1(1): p=1=6=p-1=0
Hp: y,~100):p<led=p-1<0

Taki sposodb zapisu hipotez pozwala na zapisanie statystyki testowej w tescie
Dickeya-Fullera, ktéra ma nastepujaca postac:
DF = 5A @)
D\o

gdzie:

5  — estymator parametru O,
D(g) — btad szacunku parametru o.

Weryfikacja i spelnienie zalozenia stacjonarnosci dla szeregéw finanso-
wych umozliwia szacowanie parametréw modeli VAR z zastosowaniem kla-
sycznej metody najmniejszych kwadratow. Brak zalozenia stacjonarnosci dla
analizowanych zmiennych powoduje, ze istnieje konieczno$¢ przeksztatcenia
zmiennych, aby spetnialy one zalozenie stacjonarnosci. Jest to mozliwe poprzez
analizowanie przyrostow zmiennej, ktore z duzym prawdopodobienstwem spet-
niajg zatozenie stacjonarnosci. Jednak przeksztalcenie zmiennej w przyrosty
zmiennej powoduje utracenie informacji o dlugoterminowych powigzaniach po-
miedzy zmiennymi. Wlasnos$cig pozwalajaca utrzymaé¢ dlugoterminowa za-
lezno$¢ pomigdzy zmiennymi jest wtasnos$¢ kointegracji, o ktorej mowa w dal-
szej czgsci artykutu.

Po przeprowadzeniu testoéw pierwiastka jednostkowego, pozwalajacych
bada¢ zasadno$¢ stosowania modeli VAR, mozliwe jest szacowanie parametrow
modeli. Modele VAR majg posta¢ wielorownaniowa, co umozliwia szacowanie
kazdego rownania niezaleznie.

Jezeli szereg finansowy o wymiarach nx1 zostanie zapisany jako

Y = (J/m Vosreres Vs )', model VAR, w ktorym rzad opoznien (p) zostat dobrany
za pomocg jednego z kryteriow informacyjnych, ma nastepujaca postac:

YV, =0D, +11)Y, | +1LY, , +..+I1Y,  +¢, t=12,--,T )]
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gdzie:

D, - skladnik zawierajacy stalg, trend, wahania sezonowe,

1, —macierz parametréw o wymiarach (nx n),

Y, - wektor nieopdznionych zmiennych szeregu czasowego,

Y, - wektor opdznionych zmiennych szeregu czasowego z rzgdem opdznien p,
g, — bialy szum.

Stacjonarno$¢ modelu VAR jest zachowana w chwili, gdy moduty war-
tosci wlasnych z macierzy F zbudowanej na bazie macierzy parametrow II,
sa mniejsze od jednosci. Macierz F' jest budowana zgodnie ze schematem:

I, - II,
F=|1, 0 ©)
I 0

n

Posta¢ modelu VAR zapisana rownaniem (8) pozwala twierdzi¢, ze jest
to model prostych réwnan. Nie jest model o rownaniach wspotzaleznych ani
model o rownaniach rekurencyjnych, co pozwala na szacowanie kazdego row-
nania niezaleznie od pozostatych rownan. Rownanie (8) moze zosta¢ przedsta-
wione dla przypadku dwuwymiarowego szeregu finansowego, w ktorym zostat
zatozony rzad opdznien (p) réwny dwa. Posta¢ (8) moze zosta¢ przeksztatcona
do postaci macierzowe;j:

Yo ¢ Ty Ty || Vo Ty T || V-2 &y
lub do postaci uktadu réwnan:

_ 1 1 2 2
Ve =G Yy Y TYyua T AV Y Yo 2 T &y

1 1 2 2 (1 1)

Yu =C ¥ TV T TVo V2 T B0V T &Y

Zapis (11) pokazuje, ze kazda zmienna w modelu jest wyjasniana przez

p wilasnych opdznien oraz przez p op6znien pozostatych zmiennych budujacych
model VAR.
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2. Skointegrowane modele VAR oraz model korekty
btedem

Modele VAR moga by¢ stosowane w przypadku spetnienia zatozenia
stacjonarnosci dla wszystkich zmiennych budujacych model. Brak zalozenia
stacjonarnosci moze zosta¢ rozwigzany poprzez wyznaczenie przyrostow dla
kazdej zmiennej i dalsze szacowanie modeli VAR na przyrostach zmiennych.
Tak przeprowadzone przeksztalcenie powoduje, ze szereg spelnia zatozenie
stacjonarnosci, jednak zostaje utracona informacja o dlugoterminowych po-
wigzaniach pomiedzy zmiennymi. Modele VAR, w ktorych zostajg uwzgled-
nione przyrosty zmiennej zamiast pierwotnej zmiennej, powoduja, ze wyjasnia-
ne sa wylacznie krotkoterminowe wpltywy zmiennych na zmienng objasniana.
Utracona informacja o dtugoterminowych powigzaniach pomiedzy zmiennymi
moze zosta¢ uzupelniona poprzez zastosowanie wektorowego modelu korekty
btedem (VECM). Istnienie wektorowego modelu korekty btedem jest uzalez-
nione od stwierdzenia, czy pomigdzy zmiennymi istnieje dtugoterminowe po-
wigzanie. Wlasnos¢ dlugoterminowej relacji pomigdzy zmiennymi jest na-
zywana wlasnoscig kointegracji (Kusidet, 2000, s. 46).

Wilasno$¢ kointegracji moze zostaé przedstawiona graficznie. Na ry-
sunku 1 przedstawiono dwie zmienne (y;, y,), ktore nie posiadaja wlasnosci
stacjonarnosci.

300
I

Zmienna yy, y,

100
|

] 10 20 30 40 50 60 70
Rys. 1. Dwie zmienne niestacjonarne nieposiadajace wlasnos¢ kointegracji

Obie zmienne posiadaja trend rosnacy, jednak przyrosty obu zmiennych
nie sa jednakowe. Pozwala to wnioskowa¢ o braku kointegracji pomigdzy
zmiennymi, gdyz réznica pomigdzy zmiennymi y; a y, nie posiada wlasnosci
stacjonarnosci.

Na rysunku 2 przedstawiono dwie zmienne (y;, y;), ktore rowniez nie
posiadaja wlasnosci stacjonarnosci, jednak zachowanie zmiennych w czasie jest
od siebie zalezne. Taki sposob zachowania zmiennych w czasie powoduje, ze
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réznice pomigdzy zmiennymi y; i y; sa wzglednie stale. Wzglednie state
roéznice pomigdzy zmiennymi powodujg, ze liniowa kombinacja zmiennych y;,
oraz y; moze spetia¢ warunek stacjonarnosci.

300
I

Zmiennayy, y,

100
|

0 10 20 30 40 50 &0 70
Rys. 2. Dwie zmienne niestacjonarne posiadajace wlasno$¢ kointegracji

Graficzna prezentacja wlasnosci konitegracji moze zosta¢ zapisana w for-
mie kombinacji liniowej. Reszty kombinacji liniowej pomigdzy zmiennymi po-
winny spetnia¢ warunek stacjonarnosci, aby wlasnos¢ kointgracji byta spelniona
(Osinska, 2006, s. 185):

U =Yy _ﬂzJ/zz _ﬂ3J’3, _:Bnynt ~ I(O) (12)

Z relacji (12) wynika, ze kointegracja zachodzi pomigdzy tymi zmien-
nymi y; (i = 1,...,n), dla ktérych wspotczynniki £ sa istotnie wigksze od zera.

Liczba wektorow kointegrujacych zalezy od liczby wymiaréw (n) sze-
regu czasowego i jest liczbg spetniajgcg warunek 0 <r <n.

Kointegracja pomiedzy zmiennymi moze zosta¢ zidentyfikowana poprzez
wykluczenie wystepowania regresji pozornej miedzy zmiennymi. Regresja
pozorna ma miejsce w chwili, gdy pomiedzy zmiennymi y; i y, wystgpuje
statystycznie istotna zalezno$¢, co moze zosta¢ zapisane za pomocag relacji
(Osinska, 2006, s. 186):

yINyZ:H]:pylyz;éO (13)

natomiast nie wystepuje statystycznie istotna zalezno$¢ pomigdzy przyrostami
analizowanych zmiennych Ay;, Ay,:

AyINAyZ:HO:pAy]AyZ =0 (14)

Taka sytuacje przedstawia rysunek 1, na ktorym obie zmienne y; oraz y,
rosna, jednak brakuje powigzan pomiedzy przyrostami zmiennych Ay, oraz Ay,.
Natomiast na rysunku 2 mozna zaobserwowac¢ zalezno$¢ zar6wno pomiedzy
zmiennymi y; oraz y;, jak i pomig¢dzy przyrostami zmiennych Ay; oraz Ays.
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Uwzglednienie dtugoterminowej relacji pomigdzy zmiennymi jest moz-
liwe poprzez zastosowanie modelu korekty btedem (Error Correction Model).
Model korekty bltedem (ECM) istnieje w chwili, gdy pomiedzy zmiennymi
zachodzi relacja kointegracji. Brak wtasno$ci kointegracji pomiedzy zmiennymi
uniemozliwia uwzglednienie relacji dlugoterminowej pomigdzy zmiennymi
w modelu VAR bazujacymi na przyrostach zmiennych. Model korekty btedem
poza krotkoterminowym okre§leniem wpltywu zmiennych objasniajacych na
zmienne objasniane pozwala uwzgledni¢ rowniez relacje dlugoterminowa,
wynikajaca z istnienia kointegracji pomiedzy zmiennymi. W przypadku gdy
wystepuja dwa szeregi czasowe, model korekty btedem ma postac:

Ay, =¢ +a (yltfl = BoYa )"‘ Zl//lleyltfj + ZVIIjZAthaj +é&y
J J

| | (15)
Ay =c, + a2(ylt—1 - ﬂ2y2t71)+ ZVIQ/IAyltaj + ZI//QIZAy%—j + &y
J J

Model VAR zapisany relacja (8) nie jest zapisany w sposob umozliwia-
jacy wykorzystanie wlasnos$ci kointegracji. Kointegracja moze zosta¢ uwzgled-
niona w modelu VAR w chwili, gdy model VAR (8) zostanie przeksztalcony do
wektorowego modelu korekty bledem (VECM). Vector Error Correction Model
ma postac:

AY,=®D, +Iy,  + LAy, +...+T, Ay, +& (16)

gdzie:
=1L +...+I1, -1,

P
[,=->T,
J=k+1
Liczba wektoréow kointegrujacych jest uzalezniona od liczby wymiaréw

(n) szeregu czasowego. Rzad macierzy Il pozwala okresli¢ liczbe wektoréw

kointegrujacych (r) (Osinska, 2006, s. 49):

- rz(H) =0 to wielowymiarowy szereg czasowy nieposiadajacy wektora
kointegrujacego,

- 0< rz(H): r<n to wiclowymiarowy szereg czasowy posiadajacy r wek-
torow kointegrujacych,

— jesli rzad macierzy jest pelnego rzedu, $wiadczy to o stacjonarno$ci sze-
regow finansowych i wowczas jest mozliwe szacowanie modelu VAR dla
poziomow zmiennych; nie jest wymagane przeksztalcenie do przyrostow
zmiennej.
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Procedura budowy modelu VECM Johansena sktada si¢ z nastepujacych
etapow (Osinska, 2006, s. 58):

— badanie stacjonarnosci szeregéw finansowych,
— okreslenie dtugosci opdznien dla modelu VAR,
— okreslenie liczby wektorow kointegrujacych,

— identyfikacja wektorow kointegrujacych,

— budowa modelu VECM.

Okreslenie liczby wektorow kointegrujacych r jest mozliwe poprzez za-
stosowanie testow stosunkow wiarygodnosci. Pomiedzy zmiennymi moze nie
wystepowac wlasnos$¢ kointegracji, wtedy liczba wektorow kointegrujacych wy-
nosi 0. Procedura rozpoczyna si¢ od sformutowania hipotez, w ktorej hipoteza
zerowa glosi, ze liczba wektoréw kointegrujacych jest rowna zero, natomiast
hipoteza alternatywna glosi, ze liczba wektoréw kointegrujacych jest wicksza
od zera. Potwierdzenie hipotezy alternatywnej powoduje ponowne sformuto-
wanie hipotez, jednak testowana jest liczba wektorow kointegrujacych rowna
jeden. Procedura zostaje zakonczona w chwili, gdy brakuje podstaw do od-
rzucenia hipotezy zerowej. Liczba wektorow kointegrujacych jest rowna po-
ziomowi testowanemu. Hipotezy w przedstawionej procedurze majg nastgpu-
jaca postac:

H, (’”0 ): r=r
H, (ro): r >
Statystyka testowa dla testu stosunkéw wiarygodno$ci wykorzystuje wartosci

wiasne ﬂ; > ﬂ; > > /in macierzy Il. Rzad macierzy, ktdry wyznacza liczbg

wektorow kointegrujacych (r), jest rowny liczbie niezerowych wartosci wias-
nych macierzy I1. Posta¢ statystyki testowej jest nastepujaca:

LR(r,)=-T anln(l - ;Zl.) (17)

i=ry+l1

3. Szacowanie parametrow oraz budowa prognoz
dla modeli VAR

Prosta posta¢ modeli VAR budowanych zar6wno dla pozioméw zmien-
nych, jak i dla przyrostéw zmiennych umozliwia szacowanie parametrow mo-
deli za pomoca klasycznej metody najmniejszych kwadratow. Kazde rownanie
moze by¢ oszacowane niezaleznie od pozostatych, poniewaz w modelu nie wy-
stepuja powigzania pomi¢dzy rownaniami. Liczba rownan w modelu odpowiada
liczbie wymiarow szeregu czasowego. Kazde rOwnanie jest opisane przez
iloczyn np op6znionych zmiennych objasniajacych.
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W pracy zostal wyznaczony model dla przyrostow szeregu czasowego.
W pierwszej kolejnosci za pomoca modelu VECM wyznaczono prognozy
przyrostow dla okresu 7-+/, a nastgpnie wykorzystanie pozioméw zmiennej
w okresie T pozwolito wyznaczy¢ prognozy dla cen instrumentéw finansowych
w okresie T+1. Za pomocg jednodniowych prognoz wyznaczono $rednie biedy
prognoz, ktore pozwolity zweryfikowa¢ jako$¢ oszacowanych prognoz za po-
mocg skointegrowanych modeli VAR. Srednie bledy prognoz wyznaczono
zgodnie z relacja:

R \ypmg = Vemp
S ?Z— (18)

prog —
i=1 y emp
gdzie:

Vemp — — Warto$¢ rzeczywista,
Vprog — Wartos¢ prognozowana.

4. Skointegrowane modele VAR dla indeksow WIG
oraz DJIA

W literaturze mozna odnalez¢ przyktady zastosowan modeli VAR. Im-
plementacje modeli VECM dla polityki monetarnej przedstawiono w pracy
Osinskiej (2008, s. 100). W niniejszym artykule przedstawiono takze analize
empiryczng dla rynku kapitalowego. Jako$¢ oszacowan skointegrowanych
modeli VAR zweryfikowano $rednimi jednodniowymi btgdami prognoz.
Prognozy wyznaczono dla Warszawskiego Indeksu Gieldowego (WIG) oraz dla
indeksu gieldy Stanow Zjednoczonych — Down Jones Industrial Average
(DJIA). Dane zgromadzono dla okresu od 2009.01.05 do 2011.05.02. Dhugosé
szeregu czasowego wynosi 574 sesje. Modele VAR wyznaczono dla 120
sesyjnego okna obserwacji, odpowiadajacego pétrocznym notowaniom instru-
mentéw. Szereg czasowy podzielono na dwa okresy. W pierwszym okresie od
2009.01.05 do 2009.07.16, obejmujacym notowania WIG oraz DJIA, zweryfi-
kowano stacjonarnos¢ cen instrumentéw finansowych oraz stacjonarno$¢ przy-
rostow cen instrumentdw finansowych. Rowniez na podstawie tego okresu
wyznaczono optymalng liczbe opoznien za pomocg jednego z kryteriow
informacyjnych. Drugi okres obejmujacy notowania od 2009.07.17 do
2011.05.02 postuzyt do wyznaczenia jednodniowych prognoz dla cen WIG oraz
DIJIA. Szereg 443 sesji pozwolit wyznaczy¢ Srednie jednodniowe btedy prognoz
dla analizowanych instrumentow finansowych. Rysunki 3 oraz 4 prezentuja
notowania indeksu polskiego oraz amerykanskiego.
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Rys. 3. Notowania indeksu DJIA w okresie od 2009.01.05 do 2011.05.02
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Rys. 4. Notowania indeksu WIG w okresie od 2009.01.05 do 2011.05.02

Modele VAR wymagaja, aby szeregi czasowe posiadaty wtasnosé stacjo-
narno$ci. Na podstawie okresu od 2009.01.05 do 2009.07.16 zweryfikowano
stacjonarno$¢ dla cen instrumentow finansowych oraz dla przyrostow cen
instrumentow finansowych. W tabeli 1 zaprezentowano wyniki testu pier-
wiastka jednostkowego Phillipsa-Perrona dla cen indeksow DJIA oraz WIG,
natomiast w tabeli 2 przedstawiono wyniki testu dla przyrostow cen indeksow

DJIA oraz WIG.
Tabela 1
Test stacjonarnosci dla cen instrumentdéw finansowych
Ceny instrumentow DIJIA WIG
Statystyka testowa -2,61 -2,72
p-value 0,3209 0,2792
Tabela 2

Test stacjonarnosci dla przyrostow cen instrumentow finansowych

Przyrosty cen instrumentow DIJIA WIG
Statystyka testowa —-13,36 -10,26
p-value 0,01 0,01
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Wyniki z tabeli 1 pokazuja, ze brakuje podstaw do odrzucenia hipotezy
zerowej, ktora glosi istnienie pierwiastka jednostkowego, dlatego ceny instru-
mentoéw finansowych nie spetniajg warunku stacjonarnosci.

Na podstawie wynikow przedstawionych w tabeli 2 odrzucono hipotezg
zerowa na korzys¢ hipotezy alternatywnej, ktora glosi brak wystepowania pier-
wiastka jednostkowego, dlatego przyrosty cen instrumentéw finansowych spet-
niajg warunek stacjonarnosci.

Modele VAR mogg by¢ szacowane dla danych posiadajacych wiasnosé
stacjonarnosci. W przypadku danych dotyczacych indekséw DIJIA oraz WIG
jest mozliwe wykorzystanie przyrostow cen, ktore spetniajg warunek stacjonar-
no$ci. Jednak wykorzystanie przyrostow cen powoduje utrate informacji
o dlugoterminowych zaleznosciach pomigdzy notowaniami indekséw DIIA
oraz WIG. Jezeli wystepuja dlugoterminowe powigzania rynku polskiego oraz
amerykanskiego, warto je uwzgledni¢ w modelu. Dlugoterminowe relacje zosta-
ja uwzglednione za pomoca wektora kointegracji. Warunkiem istnienia ko-
integracji jest brak wystepowania regresji pozornej oraz spetnienie zalozenia
stacjonarnosci dla kombinacji liniowej pomiedzy notowaniami indeksu DJIA
a notowaniami indeksu WIG. W tabeli 3 zaprezentowano istotno$¢ zaleznos$ci
pomiedzy cenami, natomiast tabela 4 prezentuje istotno$¢ zaleznosci pomiedzy
przyrostami cen indeksow DJIA oraz WIG.

Tabela 3

Istotno$¢ zaleznosci pomigedzy cenami

Korelacja pomigdzy cenami: DJIA-WIG

r Pearsona 0,83
p-value 0,0000

Tabela 4

Istotno$¢ zalezno$ci pomigdzy przyrostami cen

Korelacja pomigdzy przyrostami cen: DJIA-WIG

r Pearsona 0,47
p-value 0,0000

Tabele 3 oraz 4 wykluczaja istnienie regresji pozornej, gdyz istotne sta-
tystycznie sa zaleznosci zarowno dla cen, jak i przyrostow cen indeksow DJIA
oraz WIG. Kointegracja wystepuje w chwili, gdy reszty wektora kointegracji
spetniajg warunek stacjonarnosci. W przypadku dwuwymiarowego szeregu cza-
sowego jest mozliwe istnienie jednego wektora kointegracji, ktory ma postac:

u, = DJIA, — BWIG, (19)



ZASTOSOWANIE SKOINTEGROWANYCH MODELI VAR... 97

W tabeli 5 zaprezentowano wyniki badania stacjonarnosci dla wektora
kointegracji (19).

Tabela 5

Test stacjonarnosci dla wektora kointegracji

Wektor kointegracji

Statystyka testowa -3,48
p-value 0,0469

Na podstawie wynikow zaprezentowanych w tabeli 5 mozna twierdzi¢, ze
wektor kointegracji spetnia warunek stacjonarnosci. Mozliwe jest zastosowanie
wektorowego modelu korekty bledem (VECM), ktéry pozwoli uwzglednié
dhugoterminowg relacj¢ pomigedzy notowaniami indeksu DJIA a notowaniami
indeksu WIG. Za pomoca kryterium informacyjnego AIC (1) dobrano rzad
op6znien (p). W tabeli 6 zaprezentowano otrzymane wyniki.

Tabela 6
Wartosci kryterium AIC
Kryterium informacyjne AIC
p=1 22,489
p=2 22,433
p=3 22,401
p=4 22,333
p=35 22,321

Wyniki uzyskane w tabeli 6 pozwalajg twierdzi¢, ze optymalny rzad
op6znien wynosi p =5, gdyz pozwala osiggng¢ minimalng warto$¢ kryterium
informacyjnego AIC. Na podstawie rzgdu opodznien wynoszacego p =15
oszacowano model VECM, w ktorym uwzgledniono wektor kointegracji (19).
Model VECM pozwolit na zbudowanie jednodniowych prognoz oraz wyznacze-
nie Srednich dziennych btedéw prognoz (18). Wyznaczone $rednie dzienne
btedy prognoz dla okresu od 2009.07.17 do 2011.05.02 zaprezentowano
w tabeli 7.

Tabela 7

Srednie dzienne btedy prognoz

Ceny instrumentow DIJIA WIG
Srednie btedy prognoz 0,73% 0,89%
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Podsumowanie

Zastosowanie skointegrowanych modeli VAR na miedzynarodowych
rynkach finansowych pozwolito wyznaczy¢ prognozy, ktore sa obcigzone do-
puszczalnymi bledami prognoz. Zarowno dla indeksu DJIA, jak i indeksu WIG
srednie dzienne biedy prognoz byty nizsze od 1%. Zatozeniem modeli VAR jest
istnienie stacjonarnos$ci zmiennych budujacych model. Zalozenie jest trudne
do spetnienia w przypadku cen instrumentéw finansowych. Szereg finansowy
moze zosta¢ sprowadzony do szeregu stacjonarnego poprzez rdéznicowanie sze-
regu, jednak powoduje to utracenie dlugoterminowej zaleznosci pomigdzy
zmiennymi. Uwzglednienie dtugoterminowych powigzan pomiedzy zmiennymi
jest mozliwe poprzez zastosowanie wektorowego modelu korekty bledem
(VECM), w ktorym wykorzystuje si¢ wtasno$¢ kointegracji.
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APPLICATION OF COINTEGRATED VAR MODELS
FOR INTERNATIONAL FINANCIAL MARKETS

Summary

This work present cointegrated VAR models that allow to include long-term relationships
between the analyzed time series. VAR models assume stationarity of variables which are
included in the model. The assumption is not always feasible for prices of financial instruments.
The stationarity can be preserved if the time series is differentiated, but this process causes loss
of information about long-term relationships between the financial time series. Maintaining long-
-term relationship between variables is possible by applying the vector error correction model
(VECM) in which the property of cointegration is used. Cointegration refers to the existence
of long-term equilibrium. The empirical analysis of cointegrated VAR models on stock market
is presented. The analysis includes relationship between the Polish market (WIG — Warsaw Stock
Exchange Index) and the United States market (DJIA — Down Jones Industrial Average).
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JEDNOCZYNNIKOWY MODEL SHARPE'A

— ANALIZA EMPIRYCZNA NA PRZYKLADZIE
WYBRANYCH WALOROW RYNKU METALI
NIEZELAZNYCH

Wprowadzenie

Modele czynnikowe s3 narzedziami analitycznymi szeroko wykorzysty-
wanymi w analizie prognostycznej stop zwrotu aktywoéw finansowych, szaco-
waniu warto$ci ekstremalnych, a takze analizie zmienno$ci aktywow oraz
badaniu zaleznosci pomiedzy nimi. Uogoélniajac, model czynnikowy opisuje po-
ziom stopy zwrotu poprzez dekompozycje czynnikdw na wilasciwe wszystkim
aktywom i specyficzne dla konkretnie analizowanego waloru. Najczgsciej czyn-
niki modelu sg powigzane z gléwnymi determinantami ryzyka, natomiast sam
model umozliwia analizg wrazliwosci tych czynnikow.

1. Specyfikacja modelu czynnikowego

Model czynnikowy mozna przedstawi¢ w nastgpujacej ogdlnej postaci:

Ry=a;,+Pifi+ Boifor + ot Brifx + & = + ﬂint & (1)
gdzie:
R, —stopa zwrotu (rzeczywista lub nadwyzka ponad stope zwrotu wolna
od ryzyka) dla i-tego aktywu (i =1,..., N) w okresie ¢ (¢=1,...,T),
a; — wyraz wolny modelu,
fi — K-ty czynnik podstawowy (k =1,...,K) w okresie ¢,
B, — k-ty fadunek czynnikowy dla i-tego aktywu w okresie ¢,
&g, — czynnik specyficzny modelu (sktadnik losowy).
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W modelu czynnikowym wprowadza si¢ zalozenie, aby szeregi f,
byly zintegrowane rzedu 0 (/ (O)) o nastepujacych momentach: F [ f,]z My,

cov( ft):E (( fi—u f)( f - ,uf)TJ:Q » oraz aby skfadnik losowy nie byl sko-
relowany z zadnym z czynnikow, tj. cov( ﬁ{t,gi,)=0 dla kazdego k£, i, t.
Jesli dodatkowo zalozy sie brak autokorelacji sktadnika losowego oraz brak
korelacji pomigedzy aktywami, zachodzi cov(gn,g ) o! dla i=j, t=s oraz
cov(en,g ) 0 w pozostatych przypadkach.

W zastosowaniach praktycznych czesto spotyka si¢ sytuacje, gdy liczba
aktywow przekracza liczbe analizowanych okresow. Jesli indeks ¢ odpowiada

okresowi, natomiast indeks i reprezentuje analizowane walory, model czynni-
kowy mozna zapisa¢ w postaci modelu regresji krzyzowej:

R, (v1) = @ (vt Bk ) fi (k1) + Ei(wa)» (2)
gdzie
t=1...T, Eleel | £]=D
R, — (N x1) wektor aktywow w czasie ¢,
a — (Nx1) wektor wyrazow wolnych,
B — (N x K)-wymiarowa macierz tadunkéw czynnikowych,
(K X 1)—wymiarowy wektor czynnikéw w czasie ¢,

- (N xl)-wymiarowy wektor sktadnikow losowych dla badanego aktywu
z (N x N ) -wymiarowg diagonalng macierza kowariancji D.

Macierz kowariancji stop zwrotu o wymiarze (N x N) ma postaé:
cov(R,)=Q=BQ B +D.
Model czynnikowy mozna takze zapisa¢ w postaci modelu regresyjnego
szeregu czasowego dla i-tego aktywu za pomoca wzoru:
R(r0) = r(ra)@i(a) T Flrax)Bi(xa) + €i(ra) s 3)
gdzie:

i=1...N, Elge! |= 21,
1, - (T X 1)-Wymiarowy wektor jedynek,
F — (T xK)-wymiarowa macierz czynnikow (-ty rzad F to f),
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)/ — (K X 1) -wymiarowy wektor fadunkow czynnikowych,
& — (T xl)—wymiarowy wektor sktadnikoéw losowych o macierzy kowariancji

cll,.
W analizach danych ekonomicznych sa wykorzystywane trzy podstawo-
we grupy modeli czynnikowych: makroekonomiczne, fundamentalne oraz sta-
tystyczne.

2. Makroekonomiczne modele czynnikowe

W makroekonomicznym modelu czynnikowym czynniki f, we wzorze

(1) sa obserwowalnymi zmiennymi makroekonomicznymi, ktére z zatozenia
powinny by¢ nieskorelowane z bledem ¢, dla badanego aktywu. Dwoma naj-

popularniejszymi makroekonomicznymi modelami czynnikowymi sa jedno-
czynnikowy model Sharpe’a oraz uog6lniony wieloczynnikowy model Chena,
Rolla oraz Rossa. Glownym problemem w przypadku estymacji tej grupy
modeli jest oszacowanie tadunkéw czynnikowych, wariancji reszt oraz ko-
wariancji czynnikéw za pomocg techniki regresji szeregéw czasowych.

Model fundamentalny wykorzystuje czynniki obserwowalne, charakte-
rystyczne dla danego aktywu, takie jak klasyfikacja przemystowa, kapitalizacja
rynku, klasyfikacja stylu (warto$¢, wzrost) do okreslenia wspolnych czynnikow
ryzyka. W praktyce modele tego typu sa szacowane na dwa sposoby. W pierw-
szym z nich, okreslanym jako podejscie BARRA, obserwowalne dla aktywu
czynniki specyficzne (lub ich przeksztalcenie) sa traktowane jako tadunki
czynnikowe f;, ktore sa niezmienne w czasie. Realizacje czynnika
w momencie ¢, tj. f,, sa nieobserwowalne. Problem ekonometryczny spro-
wadza si¢ zatem do szacowania realizacji czynnika w momencie ¢, majac dane
wartos$ci tadunkéw czynnikowych. Jest tu wykorzystywana technika regresji
krzyzowej. Badacze Fugene Fama oraz Kenneth French zapoczatkowali druga
metode, ktora jest nazywana podejsciem FAMA-FRENCH. Dla obserwowalnej,
charakterystycznej dla analizowanego aktywu cechy, np. rozmiaru firmy, sa
okreslane realizacje czynnika w dwoch krokach. Po pierwsze nalezy posortowaé
wyniki regresji krzyzowej dla aktywow oparte na warto$ciach ich charak-
terystycznych cech. Nastepnie nalezy utworzy¢ portfel zabezpieczony, ktory ma
dtuga pozycje w gornym kwintylu oraz krotka w dolnym dla uporzadkowanych
aktywow. Obserwowana stopa zwrotu w zabezpieczonym portfelu w czasie ¢
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jest obserwowang realizacja czynnika dla jego specyficznej charakterystyki.
Nastepnie, majac dane realizacje czynnika dla ¢ =1,...,7, sg szacowane wartosci
f dla kazdego aktywu z wykorzystaniem N regresji szeregu czasowego.

W statystycznych modelach czynnikowych realizacje czynnika f, w mo-
delu okreslonym réwnaniem (1) nie sa bezposrednio obserwowalne i musza
zostaé wygenerowane z obserwowalnych stop zwrotu R, za pomoca od-
powiednich metod statystycznych. Najczesciej stosuje si¢ analize czynnikowa
oraz analize gtownych sktadowych. Tradycyjna analiza czynnikowa oraz
analiza gtownych skladowych sa zazwyczaj stosowane do wygenerowania
realizacji czynnika wtedy, gdy liczba obserwacji w szeregu czasowym jest
wigksza niz liczba aktywow (T > N). Jesli zachodzi sytuacja odwrotna, wow-
czas macierz kowariancji stop zwrotu jest osobliwa (0 wyznaczniku réwnym
zero), co komplikuje obliczenia. W takim przypadku jest wykorzystywana
asymptotyczna analiza gtownych sktadowych Connora-Korajczyka.

3. Jednoczynnikowy model Sharpe’a na przykifadzie rynku
metali niezelaznych

Prezentacji modelu czynnikowego dokonano na przyktadzie jedno-
czynnikowego modelu Sharpe’a z wykorzystaniem wybranych indeksow naj-
wigkszych gietd §wiatowych, kursow walutowych oraz cen metali niezelaznych.
Dla wszystkich wykorzystanych zmiennych wyznaczono logarytmiczne stopy
zwrotu. Badaniem objeto okres 4 stycznia 2000 roku — 31 grudnia 2009 roku
(tacznie 2508 stop zwrotu). Jako zmienne objasniane wykorzystano stopy
zwrotu zmiennych GOLD, SILVER oraz PLATINUM, natomiast jako zmienne
objasniajgce — indeksy §wiatowych gietd.

Jednoczynnikowy model Sharpe’a jest jednym z najpopularniejszych
makroekonomicznych modeli czynnikowych. Jego formalny zapis jest nastepu-
Jacy:

R,=a,+pBR, +¢&, i=L.,N, t=1..T, 4)

>

gdzie:

R, — stopa zwrotu/nadwyzka stopy zwrotu (ponad poziom waloru o zerowym
ryzyku) z indeksu rynkowego w okresie ¢ (pozostate oznaczenia jak do-
tychczas).
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Indeks rynkowy powinien pokrywaé ryzyko ekonomiczno-rynkowe, na-
tomiast btad — ryzyko nierynkowe, specyficzne. Macierz kowariancji aktywow
w jednoczynnikowym modelu ma postac:

Q=0 8" +D,

gdzie o}, =D*(R,,), B=(f,... 4y) , natomiast D jest macierza diagonalng
z elementami na przekatnej rownymi o = D’ (6‘” )
Poniewaz R,, jest obserwowalne, wigc parametry f; oraz o} modelu

jednoczynnikowego Sharpe’a dla kazdego dowolnego aktywu mozna oszaco-
waé stosujac model regresji szeregu czasowego R, =a1+R,, ,g’l +&,
i=1,..., N. Wariancja indeksu rynkowego jest szacowana za pomoca proby:

T

5A24 :_Z(RMt _EM)Z

1
T - t=1

—

Stad oszacowana kowariancja modelu jednoczynnikowego ma postac
ﬁz&é ppr +D, gdzie D posiada elementy diagonalne rowne

2 | B
; & & .
T-2

Jednoczynnikowy model Sharpe’a oszacowano na podstawie wzoru (4),

stosujagc metode regresji. Wyniki estymacji wspotczynnikéw beta oraz wspot-
czynnikéw determinacji przedstawia tabela 1. Jako wskazniki rynkowe wy-
korzystano indeksy gietd europejskich (WIG — Polska, CAC40 — Francja, DAX
— Niemcy) oraz amerykanskich (DJIA, NASDAQ Composite oraz SP500).
W przypadku modelowania ceny zlota najwigksza warto§¢ wspotczynnika beta
otrzymano dla indeksu WIG, natomiast najnizszg dla DJIA. Ztoto w stabym
stopniu reaguje na zmiany zachodzace na polskiej gieldzie (zalezno§¢ dodatnia,
defensywna), natomiast porownujac z rynkiem amerykanskim, kierunki zmian
sa przeciwne do ogdlnej tendencji rynkowe;j.
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Tabela 1

Wspodtezynniki beta modelu Sharpe’a dla indekséw vs. wspotczynniki determinacji

METAL WSPOLCZYNNIK WIG CAC40 DAX DJIA  |NASDAQ| SP500
GOLD BETA 0,01444 | 0,00239 | 0,00008 |-0,03151 |-0,01279 [-0,03016
R-KWADRAT (%) | 0,03141 | 0,00107 | 0,00000 | 0,12621 | 0,04399 | 0,13023
SILVER BETA 0,03607 | 0,00569 | 0,00439 | 0,03543 | 0,01210 | 0,03411
R-KWADRAT (%) | 0,06558 | 0,00203 | 0,00135 | 0,05335 | 0,01318 | 0,05569
BETA 0,04877 | 0,04553 | 0,06846 | 0,09489 | 0,05491 | 0,09431
PLATINUM
R-KWADRAT (%) | 0,19942 | 0,21584 | 0,54786 | 0,63649 | 0,45134 | 0,70802

W przypadku zmiennej GOLD podobne wyniki otrzymano réwniez dla
pozostatych indekséw zza oceanu. Dodatkowo gieldy amerykanskie w wigk-
szym stopniu wptywaja na poziom stopy zwrotu ztota w sensie ryzyka rynko-
wego (mierzonego wspdtczynnikiem determinacji) niz gieldy w Europie. Bar-
dzo staby zwiazek wystepuje pomiedzy stopa zwrotu zlota a stopa zwrotu
indeksu DAX. Inwestycje w zloto w zasadzie nie reaguja na zmiany na tym
rynku, co mozna w tym przypadku thumaczy¢ brakiem wptywu ryzyka finanso-
wego (rozumianego jako nastroje gield finansowych).

Analizujac stope zwrotu srebra (zmienna SILVER), rowniez indeks WIG
wykazuje najwickszy wptyw na jej poziom (przy rowniez najwyzszej wartosci
wspotczynnika determinacji). Najnizsza warto$¢ wspotczynnika beta zostata
oszacowana dla indeksu DAX. Na poziom stopy zwrotu inwestycji w platyne
najwigkszy wpltyw maja nastroje na gietdach amerykanskich (najwigksze war-
tosci beta dla DJIA oraz SP500). Jest to zwigzane tym samym z wigkszym
ryzykiem finansowym (wspolczynnik determinacji dla SP500). Najstabiej na
wartos$¢ stopy zwrotu platyny wptywaja zachowania na gietdzie we Francji, co
jest rowniez potwierdzone niska warto$cig wspolczynnika determinacji. Na
rysunku 1 przedstawiono graficznie warto$ci wspotczynnikow beta dla oszaco-
wanych modeli jednoczynnikowych Sharpe’a.
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Rys. 1. Wspotczynniki beta modelu Sharpe’a — indeksy
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Poziom zmiennos$ci analizowanych indeksow oraz cen metali jest statys-
tycznie istotny. W grupie indekséw najwyzsza wariancja cechuja sic NASDAQ
oraz indeksy europejskie. Tylko WIG wykazal dodatnia warto$¢ oczekiwana
w calym badanym okresie. Natomiast w przypadku stop zwrotéw metali nie-
zelaznych najwyzszy poziom zmienno$ci charakteryzowatl zmienng SILVER.
Oczekiwane stopy zwrotu ksztattowaty si¢ na §rednim poziomie 0,05%.

Macierze kowariancji oszacowane dla jednoczynnikowego modelu Shar-
pe’a dla indeksow WIG oraz DJIA przedstawiono ponizej. W przypadku in-
deksu DJIA niektore warto$ci macierzy sg ujemne, co wynika z ujemnych war-
tosci wspodtczynnika beta dla zmiennej GOLD (tabela 2).

Tabela 2

Macierze kowariancji — WIG vs. DJIA
WIG GOLD SILVER | PLATINUM DJIA GOLD SILVER PLATINUM
GOLD 0,00013563 | 0,00000011 | 0,00000014 | GOLD 0,00013563 | —0,00000019 | —0,00000052
SILVER 0,00000011 | 0,00040568 | 0,00000036 | SILVER —0,00000019 | 0,00040568 | 0,00000058
PLATINUM | 0,00000014 | 0,00000036 | 0,00024387 |PLATINUM | -0,00000052 | 0,00000058 | 0,00024387

Powyzsze wyniki oszacowania modelu czynnikowego danego wzorem
(4) sugeruja, iz na poziom stop zwrotu metali niezelaznych (zlota, srebra oraz
platyny) w niewielkim stopniu wptywaja nastroje na rynkach finansowych.
Ryzyko rynkowe mierzone wspotczynnikiem determinacji jest na bardzo niskim
poziomie. Swiadczy to o wystepowaniu ryzyka specyficznego, niezaleznego od
ruchoéw na gietdach.

Ponizej przedstawiono podobng analiz¢ z wykorzystaniem modeli Shar-
pe’a, jednakze wykorzystujac jako zmienne objasniajace kursy walut CHF,
GBP, EUR oraz USD. Analizy dokonano z punktu widzenia polskiego inwes-
tora (kursy wyrazono w PLN/waluta). Wykorzystano ten sam okres. W tabeli 3
przedstawiono wyniki estymacji wspotczynnikow beta modelu (4).

Tabela 3
Wspotczynniki beta modelu Sharpe’a walut vs. wspotczynniki determinacji
METAL | WSPOLCZYNNIK/WALUTA CHF GBP EUR USD
GOLD BETA —0,00138 | -0,01199 | 0,00361 |—0,01464
R-KWADRAT (%) 0,00010 | 0,00670 | 0,00052 | 0,01360
BETA 0,00805 |-0,04693 | 0,01544 | -0,00842
SILVER
R-KWADRAT (%) 0,00117 | 0,03431 | 0,00318 | 0,00150
BETA —0,05489 | —0,00055 | —0,06465 |-0,05803
PLATINUM
R-KWADRAT (%) 0,09008 | 0,00001 | 0,09280 | 0,11882

Z obliczen przedstawionych w tabeli 3 wynika, iz w przypadku inwes-
tycji w zloto stopa zwrotu dla tego metalu wykazuje jednokierunkowe zmiany,
poréwnujac ze zmianami zmiennej EUR, natomiast przeciwne w odniesieniu do
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franka szwajcarskiego, funta brytyjskiego oraz dolara amerykanskiego. Naj-
istotniejszy wpltyw na poziom zmiennej GOLD, mierzony wspotczynnikiem
determinacji, wykazuje zmienna USD, ttumaczac 0,014% ryzyka jako ryzyko
walutowe. Podobne wnioski mozna wyciagna¢ w przypadku zmiennej SILVER,
gdzie wykazano jednokierunkowe zmiany z waluta EUR, natomiast przeciwne
— z GBP. Dla srebra ryzyko zmiany stopy zwrotu funta brytyjskiego stanowi
0,034% ryzyka. Stopa zwrotu dla inwestycji w platyng wykazywala przeciwne
zmiany w stosunku do zmian pozostatych walut. Najnizsze warto$ci wspot-
czynnika beta otrzymano dla zmiennej EUR, natomiast najwickszy wpltyw na
ryzyko ma kierunek zmian USD (niespetna 0,12%). Wyniki szacunkow przed-

stawiono na rysunku 2.

CHF GBP
PLATNUM PLATIUM
SLVR l:l ‘ SLVER
GOLﬂ 60LD
006 005 004 003 002 001 0 001 005 0,04 0,03 0,02 001 0 001
EUR USD
PLATNM PLATNM

SLVR

GOLD

1

007 0,05 003 00 001

Rys. 2. Wspotczynniki beta modelu Sharpe’a — waluty
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Analiza macierzy kowariancji dla zmiennej USD pokazalta, ze wszystkie
wartosci sg dodatnie ze wzgledu na przeciwny kierunek zmian wszystkich
badanych metali niezelaznych w poréwnaniu z waluta amerykanska. Podobne
wyniki otrzymano dla modeli oszacowanych dla zmiennej niezaleznej GBP.
W catym badanym okresie najwyzsza warto$¢ oczekiwang wykazywata stopa
zwrotu CHF (okoto 0,003%), natomiast najnizszag — GBP (okoto —0,015%).

Whnioski

Modele czynnikowe maja szerokie praktyczne zastosowanie w okreslaniu
determinantéw ksztaltowania si¢ aktywow finansowych. Pozwalajg na efektyw-
ng identyfikacje czynnikow ryzyka, a co za tym idzie — skuteczne zarzadzanie
inwestycjami. Przedstawiony model Sharpe’a jest jednym z najpopularniejszych
modeli wykorzystywanych na rynku finansowym. W artykule wykorzystano go
do zbadania wplywu zmian stop zwrotu indeksow gieldowych oraz kurséw
walutowych na poziom zwrotéw z inwestycji w szlachetne metale niezelazne
— zloto, srebro oraz platyne. Wyniki jednoznacznie pokazuja, ze gtéwne czyn-
niki ryzyka inwestycji w metale nie wynikaja ze zmienno$ci nastrojow na giet-
dach $wiatowych czy tez zmian kursow walut. Wspodtczynniki zbieznosci dla
wszystkich modeli okazaty si¢ by¢ na poziomie bliskim jednosci, co sugeruje
wystepowanie ryzyka specyficznego dla danego metalu. Praktyka pokazuje, ze
bardzo duza rol¢ w ksztattowaniu si¢ cen metali, a zwlaszcza zlota, maja czyn-
niki makroekonomiczne, takie jak zmiany inflacji, zmienno$¢ popytu i podazy
czy tez tzw. interwencjonizm panstwowy (dziatania bankéw centralnych oraz
poziom bazy monetarnej). W badaniu zmiennos$ci cen metali sg takze pomocne
tzw. koniunkturalne cykle Kondratiewa, ktérych odpowiednie rozpoznanie
pozwala zabezpieczy¢ majatek inwestycjami w metale szlachetne, co jest alter-
natywa dla inwestycji gietdowych.
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SINGLE-INDEX SHARPE MODEL — AN EMPIRICAL ANALYSIS
OF SELECTED ASSETS FROM NON-FERROUS METAL MARKET

Summary

The subject of this article is to present main factor models used in the analysis of financial
asset returns. Three types of models is discussed: macroeconomic model, fundamental model
and statistical model. Empirical analysis is based on assets from non-ferrous metal market.
Considered assets are gold, silver and platinum and the world’s stock market indices. The results
show that the main risk factors related to the non-ferrous metal market are not correlated with the
volatility of the stock market or changes in exchange rates. An important role in price changes
(especially with reference to the gold prices) plays macroeconomic factors: inflation and relation
“supply-demand” for considered assets.
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METODY IDENTYFIKACJI OBSERWACJI
JEDNORAZOWYCH I DLUGOTRWALYCH

— ANALIZA POROWNAWCZA NA SWIATOWYCH
RYNKACH KAPITALOWYCH

Wprowadzenie

Problem wystepowania obserwacji odstajacych w szeregach czasowych
jest przedmiotem rozwazan zaré6wno na ptaszczyznie praktycznej, jak i teore-
tycznej. Ogolnie rzecz ujmujac, przez obserwacje odstajace rozumie si¢ obser-
wacje bedace efektem sporadycznych, nieregularnych zdarzen, ktoérych wy-
stepowanie powoduje — jesli nie zostang one zidentyfikowane i odpowiednio
potraktowane — znieksztalcenia w analizie oraz utrudnia lub wrecz uniemoz-
liwia ich modelowanie. Dlatego konieczne jest wykrywanie takich zaburzen,
a nastepnie eliminowanie ich wptywu poprzez odpowiednie uwzglednienie
w modelu, korekte lub najrzadziej stosowane rozwigzanie — wykluczenie obser-
wacji z analizy. Mimo wielu prac z tego obszaru nie ma jednoznacznej od-
powiedzi na pytanie, czy w przypadku wystgpowania obserwacji odstajacych
identyfikowac i wprowadza¢ korekte tego typu obserwacji, czy uwzgledniac je
w modelu. Przeglad metod identyfikacji i korekty obserwacji odstajacych moz-
na znalez¢ m.in. w pracach Hawkins (1980), Ben-Gal (2005), Seo (2006).
Natomiast propozycja modelowania szeregdw finansowych z obserwacjami od-
stajacymi jest zastosowanie odpornych metod estymacji, ktdre sa niejako uzu-
pethieniem klasycznych metod estymacji (np. metody najwiekszej wiarygod-
nosci czy metody najmniejszych kwadratow).

W artykule zaprezentowano klasyczne i odporne narzedzie do wy-
krywania jednorazowych i dlugotrwalych obserwacji odstajagcych w modelach
ARIMA. Przedstawiono klasyczna procedure identyfikacji obserwacji nie-
typowych wykorzystujaca estymacje parametréw klasyczng metoda najwigkszej
wiarygodnosci oraz zmodyfikowana procedure wykorzystujaca odporng metode
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estymacji parametrow (t-estymacje). Celem artykulu jest zweryfikowanie obu
metod na danych empirycznych pochodzacych z parkietow §wiatowych (o réz-
nych poziomach zmienno$ci, kurtozy i sko§nosci).

1. Obserwacje nietypowe w szeregach czasowych

Zazwyczaj szeregi czasowe sg rezultatem zlozenia wielu, réznigcych sie
charakterem, sktadowych. Ztozona struktura szeregu w wielu przypadkach
utrudnia prawidtowe modelowanie i prognozowanie jego przysztych wartosci,
gdyz pojedynczy model nie zawsze jest w stanie prawidlowo odzwierciedlac
zmiany zachodzace w ksztaltowaniu si¢ sktadowych szeregu. Mozna oczeki-
wacé, ze precyzja modelowania wzro$nie w rezultacie wydzielenia sktadowych
badanego szeregu, niezaleznego ich modelowania i agregacji uzyskanych wy-
nikow. Szczegdlnego znaczenia nabiera cze$¢ nieregularna szeregu, niepodlega-
jaca objasnieniu, ktéra zawiera przypadkowe wahania szeregu wokot czesci sys-
tematycznej trudno identyfikowalnej a priori.

W sktad sktadnika nieregularnego wchodza:

1. Obserwacje nietypowe, nieujete w estymacji (ang. outliers), wsrod ktorych,
ze wzgledu na charakter zmian, wyrdznia si¢ zjawiska':

— jednorazowe (ang. additive outliers — AO), stanowigce istotne odchy-
lenie od przewidywanej wartosci badanego zjawiska tylko w jednym
okresie, niewptywajace na wartosci szeregu w nastgpnych okresach,

— dhugotrwate (ang. level shift — LS), powodujace trwatg zmiang poziomu
zmiennej,

— powodujace przejsciowa zmiane¢ poziomu zmiennej (ang. temporary
change), przy czym powro6t do stanu poczatkowego nastepuje prze-
waznie zgodnie z funkcja wyktadniczg lub liniowa.

2. Efekty nieregularne, wywotane przez czynniki losowe lub niemozliwe do
przewidzenia, takie jak: kleski zywiolowe, nagle zmiany w polityce panst-
wa, strajki.

Zjawiska jednorazowe oraz dtugotrwate zobrazowano na rysunku 1.

" Tsay (1988) wyrdznia poza wymienionymi rowniez zjawiska innowacyjne (ang. innovation outliers), ktore
powoduja zmiang procesu generujacego dane, w szczegdlnosci zmiang postaci trendu.
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Rys. 1. Symulacja procesu AR(1) z trzema obserwacjami jednorazowymi (AO) dla t=16, 17, 41
oraz jedng obserwacjg dlugotrwatg (LS) dla t =40

Jak wida¢ na rysunku 1, wprowadzenie obserwacji jednorazowych
i dlugotrwatych moze mie¢ rézne skutki. Obserwacje nr 16, 17 1 41 s3 obserwa-
cjami, ktore nie wptywaja na warto$ci szeregu w nastgpnych okresach, na-
tomiast obserwacja z numerem 41 istotnie zmienita poziom zmiennej. Jednak
w dhuzszych, niz na pokazanym rysunku (gdzie » = 100), szeregach czasowych
uzywanych do estymacji zmienno$ci, co przeklada si¢ na szacowanie ryzyka,
nalezy wypracowa¢ metode wykrywania obserwacji odstajacych i ocene ich

typu.

2. Metody wykrywania obserwacji jednorazowych
oraz diugotrwatych

W literaturze przedmiotu stosuje si¢ wiele procedur wykrywania obser-
wacji nietypowych, od prostych, np. wykresu rozrzutu, poprzez diagnostyke
reszt z ogolnych modeli regresyjnych: wskaznik DFITS (identyfikuje zaistnienie
obserwacji odstajacej, nie precyzujac jej charakteru), reszty standaryzowane,
odleglos¢ Cooka czy Mahalanobisa'. O ile odlegtosci Mahalanobisa mierza od-
legtos¢ przypadku od $rodka cigzkoSci wyznaczonego przez zmienne nie-
zalezne, a reszty standaryzowane — od linii regresji, o tyle odleglosci Cooka
facza te dwie odleglosci i przez to sa faczng miarg wplywu poszczegdlnych

"W ostatnich latach rozwaza si¢ bardziej wyrafinowane metody identyfikacji obserwacji typu outliers
wykorzystujace sieci neuronowe lub transformacje falkowa.
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obserwacji na lini¢ regresji. Wspomniane metody sa najczesciej wykorzysty-
wane w praktyce i na ogot zaimplementowane w podstawowych pakietach sta-
tystycznych, np. SPSS. Jednak metody te nie rozrozniaja typow obserwacji
odstajacych, zatem nie mozna pozna¢ przyczyny wystepowania takich zjawisk,
a co za tym idzie — dokona¢ §wiadomego wyboru witasciwej metody postgpo-
wania z nimi.

2.1. Model uwzgledniajacy obserwacje nietypowe

Dla szeregu czasowego y,, 1<t <T rozwazono model:

v, =& +0E", (1)

gdzie nieobserwowalny szereg ¢, jest zgodny z procesem ARIMA spehnia-
jacym:

®(B)(1-B) &, =O(B)u,, (2)
natomiast skladnik cof,”o) reprezentuje efekt zjawiska nietypowego (per-
turbacji) pojawiajacego si¢ w czasie ¢,, @ mierzy wielko$¢ zjawiska nietypo-
Wego w czasie f, ) zalezy od typu obserwacji nietypowej. Stad obserwacja

jednorazowa AO w momencie £, jest modelowana jako:

1 dlar=¢
(1) (1) 0
=40, = , 3
5’ ' {0 dlas#t, ©)
a obserwacja dlugotrwata LS jako:
0 dlar<t
W _ 150 = " “)
1 dlat>¢,

2.2. Klasyczna metoda wykrywania obserwacji nietypowych

W pracy wykorzystano metode opartg na idei Chang, Tiao i Chen (1988)
dla wykrywania obserwacji odstajacych w modelach ARIMA. Podobne po-
dejscia byly rozwazane przez Tsay (1988) oraz Chen i Liu (1993).

W pierwszej kolejnosci zaktozono, iz parametry modelu ARIMA
—~ A=(®,0) i o, — s znane. Filtr 7(B) jest zdefiniowany jako:

7(B)=0O(B) ' ®B)(1-B) =1-nB—n,B* —...—1,B" —... Q)
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Stad i z (1.2), n(B)e, =u,. Ze wzgledu na fakt, iz 7(B) jest liniowym opera-
torem, mozna zastosowac¢ go do (1), otrzymujac:

n(B)y, =u, + a)ﬁ(B)ft(tO), (6)

co stanowi prosty model regresji liniowej z niezaleznymi bledami i wspot-
czynnikiem regresji .
Zatem estymacja @ metoda najmniejszych kwadratow jest dana przez:

D @By ) (B)E™)

&= (7)
D (x(B)EMY
7 wariancja:
2
Var(w) = T#,
S (2B 8)

t=t,
gdzie O'j jest wariancja u, .
Jednak w praktyce ze wzgledu na nieznajomo$¢ parametrow modelu

ARIMA (7) i (8) sa szacowane zwykle metodg najmniejszych kwadratow
lub metoda najwiekszej wiarygodnos$ci, co w oczywisty sposob prowadzi do:

D, (R(B)E™)
d="% : ©)
D FBED)
ar(@)=—— e
ar(w) = = ,
Y B (19

t=t,

1
T—-t,

gdzie 4, = #(B)y, oraz 6. =

D@, —d(F(B)E™)).
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Test dla wykrycia obserwacji odstajacej w momencie #, moze by¢ oparty na
t-statystyce:

v=— 7 (1D
(Var(@))?
Jednak skoro zaré6wno ¢, jak i rodzaj obserwacji odstajacej nie sa znane, to
w celu stwierdzenia, czy wystepuje obserwacja odstajaca, zastosowano sta-
tystyke:

U, = mtaxmax{U,O,AO,U,O,LS},
0

gdzie U, ,0,U, ;s sa statystykami zdefiniowanymi przez (11). Nierownos¢

U, > M, dla dowolnie ustalonej stalej M, §wiadczy o wystgpowaniu obserwacji
odstajacej jednorazowej czy dlugotrwale;.

Opisana procedura moze jednak zawies¢ w przypadku duzej liczby
obserwacji odstajacych. Z jednej strony jest to spowodowane silnym wplywem
tego typu obserwacji na oszacowania parametrow metoda najwiekszej wiary-
godnosci, co w konsekwencji wptywa na niemozno$¢ odkrycia wszystkich po-
zadanych obserwacji. Wada ta moze zosta¢ zniwelowana poprzez zastosowanie
odpornych metod do oszacowania parametréw modelu ARIMA. Z drugiej

strony jesli y, jest obserwacja odstajgca, wowcezas nie tylko wywiera wptyw

na i, ,

ale takze na pozniejsze residua. Ze wzgledu na fakt, iz statystyka U,
jest zaprojektowana w taki sposob, by wykry¢ jedna obserwacj¢ nietypowa
w czasie t,, to pozadane jest, by na U, miala wptyw tylko jedna obserwacja
w czasie #,. Zatem by zminimalizowa¢ niebezpieczenstwo odwrotnej sytuacji,

mozna zastosowac residua uzyskane w wyniku filtracji w miejsce residuéw [t,o .

2.3. Odporna metoda wykrywania obserwacji nietypowych

Ponizej przedstawiono iteracyjng procedure zaprezentowana przez Bian-
co i in. (2001) dla wykrywania obserwacji odstajacych. Roznica migdzy pro-
cedura uwzgledniajaca odporng metode estymacji a ta przedstawiong w pod-
rozdziale 2.2 polega na wykorzystaniu residuow opartych na szacowaniu
parametrow ARIMA tzw. filtrowang restymacja (zamiast gaussowskiej metody
najwickszej wiarygodnosci) oraz uzyciu odpornej wersji filtra 7. Procedura po-
stepuje wedlug krokow:
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1. Estymacja parametrow A i o, zuzyciem odpornego estymatora F, :
— r-estymacja (Maronna, Martin, Yohai, 2006; Martin, Yohai, 1996) jest
niejako filtrem eliminujagcym wptyw obserwacji odstajacych,
— odporny z-estymator z filtrem (F) jest zdefiniowany jako:

A= arg;nin 0 (1), (12)
gdzie:
\ L () up(h),”
0 (x)=;mgaf(mTlog(#(%,-.-,h) :

1’7t =V = ét|t—l‘

2. Zastosowanie odpornego filtra do szeregu y, z wykorzystaniem estymacji
z kroku 1, czego efektem jest otrzymanie residuéw #, i parametru skali s,.

3. Dla ograniczenia czasu obliczen zbior z potencjalnymi obserwacjami od-
stajacymi jest wstgpnie wyznaczany nastepujaco: zalozono, iz ¢, jest
pozycja-kandydatem, na ktérej znajduje si¢ obserwacja odstajaca, jesli
|u, |>M,s, , gdzie M, jest dowolnie wybrang stalg, przez C oznaczono
zatem zbior ¢, spetniajacych t¢ nierdéwnosc¢.

4. Dla kazdego t, € C niech 7~ bedzie odpornym filtrem oraz ¢, <t <t, +h.
Niech # =7 (B)y, beda residuami otrzymanymi w wyniku filtrowania.
Zatem odpowiednikami wzorow (9)-(11) w wersji odpornej sa:

i%*(ﬁ*w)é““)/sf
B="n (13)
D (F (B s}

1=t,

1

I}ar(E)) =—

D BEY ] (1

t=t,

u,

T
" zestymator jest zdefiniowany przez r,(u) :sf(u)z P 7
=1 su

jest M-estymatorem skali (szczegoty zob. Maronna, Martin, Yohai, 2006; Zivot, Wang, 2001).

)), dla dowolnego wu=(u,...,u;), gdzie s(u)
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oraz: U’ = & (15)

1
(Var(@))*

Celem zastapienia 7 przez 7 jest eliminacja efektu obserwacji od-
stajacych na pozycjach innych niz ¢, (w trakcie proby wykrywania obserwacji
odstajacej w t,). Z tego powodu efekt tych obserwacji na pozycjach przed ¢,
i po t,+h jest redukowany. Zatem chcac wykry¢ obserwacj¢ odstajaca
W momencie ¢, nie traci si¢ szansy na wykrycie obserwacji odstajacych znaj-
dujacych si¢ w poblizu pozycji ¢,,

5. Wyznaczenie:
ngmaé(max{U:O 10Ul sh
ty€ ’ 0>
Podobnie jak w poprzedniej procedurze, dla U, < M, i dla dowolnie ustalonej
statej M,, zadna obserwacja nie zostata juz wykryta i procedur¢ konczy si¢

w tym kroku. Ponadto procedura ta przewiduje jeszcze wprowadzanie
korekty dla wykrytych obserwacji odstajacych poprzez zastapienie y, przez

V,—® t('O); po korekcie wykrytej obserwacji odstajacej procedura wraca do
kroku 2.

W $lad za autorami powyzszych metod warto$¢ stalej M, powinna by¢
niska, np. M, =2, dla celéw zwigkszenia mocy procedury wykrywania obser-
wacji odstajacych. Przyjeto rowniez, ze M, = 3.

3. Przykiad empiryczny

Analizie empirycznej poddano 10 indekséw z gietd §wiatowych: trzy
amerykanskie: NASDAQ100, SP500 oraz Dow Jones, oraz pi¢¢ europejskich:
Amsterdam (AEX25), Paryz (CAC40), Frankfurt (DAX30), Londyn (FTSE100)
i Warszawa (WIG20). Badania obejmuja okres od 3 stycznia 2000 roku do 20
maja 2002 roku. Wybor okresu badawczego zostat podyktowany silnym wply-
wem ataku terrorystycznego 11.09.2001 roku na notowania indeksoOw na
pozostatych parkietach swiatowych i przewidywang wigksza iloécia obserwacji
odstajacych, ulatwiajacych poréwnanie metod wykrywania obserwacji nie-
typowych.
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Szeregi logarytmicznych stop zwrotu zanalizowano pod katem identyfi-
kacji obserwacji jednorazowych AO oraz dtugotrwalych LS. Zastosowano pro-
cedure klasyczna, gdzie parametry modelu ARIMA s3 szacowane metoda naj-
wiekszej wiarygodnos$ci oraz procedure z odporng estymacja parametrow
modelu ARIMA. Rezultaty zamieszczono w tabelach 11 2.

Tabela 1
Identyfikacja obserwacji odstajacych — klasyczna metoda
wykrywania obserwacji nietypowych
Indeks (MM]-)];E-RR) oszr};vpacji U,
AEX25 09-21-01 AO 4,96
DAX30 09-11-01 LS 5,11
DOW JONES 09-17-01 LS 5,72
FTSE100 09-11-01 10 5,32
NASDAQ100 01-02-01 AO 5.02
SP500 - - -
WIG20 - - -
Tabela 2
Identyfikacja obserwacji odstajacych — odporna metoda
wykrywania obserwacji odstajacych
Indeks (MM]-)SS-RR) obszryvsacji U,
1 2 3 4
01-04-01 LS 4,29
09-21-01 AO 5.69
09-28-01 AO 4.88
AEX25 11-12-01 AO 3.95
01-04-01 LS 4.29
09-14-01 AO 3.91
09-21-01 AO 4.28
11-12-01 AO 3.69
09-11-01 LS 5.86
DAX30
09-14-01 AO 422
03-16-00 LS 4.29
DOW JONES 03-12-01 LS 3.90
09-17-01 LS 6.65
09-21-01 AO 3.94
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cd. tabeli 2
1 2 3 4
09-11-01 10 5.66
FTSE100 09-14-01 AO 4.36
09-21-01 AO 4.15
04-14-00 AO 4.40
NASDAQI100 12-05-00 10 3.55
01-02-01 AO 5.87
10-12-00 AO 4.37
01-02-01 AO 4.53
SP500
03-12-01 LS 3.84
09-17-01 LS 4.30
09-14-01 AO 3,92
WIG20
09-21-01 AO 3,21

Klasyczna procedura identyfikacji obserwacji nietypowych wykryla
znacznie mniej obserwacji odstajacych niz w przypadku metody odpornej. Dla
indeksow SP500 oraz WIG20 nie wykryto zadnych obserwacji odstajacych
jednorazowych i dlugotrwatych przy stosowaniu klasycznej metody najwieksze;j
wiarygodnosci. W dalszej kolejnosci to inwestor podejmuje decyzje o ewentu-
alnej korekcie obserwacji odstajacych (w szczegdlnosci obserwacji o charak-
terze jednorazowym, przy czym obserwacje dtugotrwate pozwalajg na zrozu-
mienie wplywu szokéw na zachowanie rynkow $wiatowych) lub tez
zastosowaniu odpornych metod na te obserwacje podczas procesu estymacji.

Podsumowanie

Ninigjsze opracowanie nie wyczerpuje w petni tematu zwigzanego z wy-
korzystaniem odpornych metod w identyfikacji obserwacji odstajacych. Niewat-
pliwie kwestia wykrywania obserwacji odstajacych z okresleniem typu tej
obserwacji jest wazna, gdyz obserwacje odstajace powoduja wicksze bledy
estymacji parametrow, a co za tym idzie — zwigkszajg btad prognozy. Cho¢ od-
porna procedura identyfikacji obserwacji typu outliers jest bardziej zlozona
obliczeniowo, to jednak dostarcza informacji istotnych w celu szacowania
chociazby zmiennos$ci aktywow finansowych i prognozowania.
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IDENTIFICATION METHODS OF ADDITIVE AND LEVEL SHIFT OUTLIERS
— PERFORMANCE ANALYSIS ON WORLDWIDE CAPITAL MARKETS

Summary

Outlier detection is vital because the presence of outliers causes biasedness in the para-
meters estimates, which in turn increase prediction error. Among lots of existing in literature
methods of detecting and correcting outliers it is worth to choose these that can not only indentify
the location of the outlier but can also its types and impact. In the paper we discuss classical and
robust diagnostic methods to detect additive outliers and level shift in ARIMA models. The clas-
sical one is based on residuals obtained using nonrobust estimates. In general, this procedure
succeed only when the proportion of outliers is very low and the outliers are not very large.
Otherwise, due to masking effects, the outliers may not be detected. The second described method
uses innovation residuals based on the filtered 7 estimates of the ARIMA parameters instead
of Gaussian MLE. For the empirical analysis we choose time series of world’s stock exchanges.
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ODPORNA ESTYMACJA ZMIENNOSCI
NA RYNKU ENERGII ELEKTRYCZNEJ

Wprowadzenie

Rynek energii elektrycznej charakteryzuje wysoka zmienno$¢ cen, co
w duzej mierze jest spowodowane wystepowaniem tzw. pikdw cen. Nie-
mozno$¢ magazynowania energii i wplyw warunkéw pogodowych na za-
potrzebowanie na energi¢ znajduja odzwierciedleniec w gwattownych fluktu-
acjach jej cen i wystepowaniu wczesniej wspomnianych pikoéw cenowych.
Jednak gwattowne skoki cen stanowig powazny problem dla modeli szacowania
i prognozowania zmienno$ci, a w szczego6lnosci dla szerokiej grupy modeli
klasy GARCH. Oczywiste jest, iz skuteczne modele prognozowania muszg je
uwzglednia¢. Wyniki dotychczasowych badan wskazuja, iz zdolnosci prognozo-
wania w wyniku zastosowania modeli klasy GARCH uwzgledniajacych efekt
leptokurtozy i grubych ogonoéw rozktadow stop zwrotu sg porownywalne i nie
zawsze kolejne rozszerzenia czy uogo6lnienia klasycznego modelu GARCH(p,q)
prowadza do zwigkszenia trafnosci prognoz zmiennos$ci (Fiszeder, 2007). Po-
nadto, szeregi reszt rozszerzonych modeli GARCH nadal (cho¢ w mniejszym
stopniu niz klasyczny GARCH) wykazuja grube ogony w przypadku wystepo-
wania tzw. addytywnych obserwacji odstajacych (additive outliers — AQO).
Addytywne obserwacje odstajace to istotne pojedyncze odchylenie od prze-
widywanej wartosci tylko w jednym okresie, nieptywajace na wartosci szeregu
w nastgpnych okresach. I cho¢ wystepowanie pikow cenowych na rynku energii
jest jedna z podstawowych wlasciwosci szeregdw czasowych na tym rynku, to
wsrdod nich moga réwniez wystgpowac obserwacje typu outliers.

Ignorowanie obserwacji odstajacych moze doprowadzi¢ do znaczacych
obcigzen estymowanych parametrow modeli (Fox, 1972; Van Dijk, Franses,
Lucas, 1999), niepozadanych efektow podczas testowania warunkowej homo-
skedastycznosci (Carnero, Péna, Ruiz, 2007), obciazonych prognoz (Chen, Liu,
1993; Frances, Ghijsels, 1999). Zatem stosowane w praktyce rozwigzania opie-
rajg sie na identyfikacji i eliminacji lub korekcie ekstremalnych obserwacji lub
zastosowaniu odpowiednich procedur, ktore zmniejszytyby ich wptyw na btedy
prognoz. Ze wzgledu na fakt, iz gwaltowne skoki cen sg typowe dla procesu cen
energii (Clewlow, Strickland, 2000; Alvaro, Pefia, Villaplana, 2002; Modelling
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Prices..., 2004; Hadsell, Marathe, Shawky, 2004; Goto, Karolyi, 2004), nie po-

winno si¢ ich z pewnos$cig eliminowac¢ z odcinka kalibracji, a ze wzgledu na

fakt, iz nierzadko niosa ze soba istotne informacje, ryzykowne jest rowniez re-
dukowanie ich wartosci.

Na podstawie notowan z polskiej Towarowej Gietdy Energii dokonano
analizy zidentyfikowanych gwattownych skokéw zmiennosci cen energii elek-
trycznej oraz zastosowano odporne metody estymacji parametréw modeli
GARCH w celu odpowiedzi na pytania:

— czy na zmniejszenie btedow estymacji parametru zmiennosci moze wpty-
waé wczesniejsza identyfikacja i korekta obserwacji odstajacych, czy tez
stosowanie odpornych metod do szeregu finansowego?

— czy modyfikacje metody najwigkszej wiarygodnos$ci daja lepsze wyniki niz
quasi-metoda najwigkszej wiarygodnosci w szeregach z gwattownymi sko-
kami cen?

1. Model zmiennosci cen energii elektrycznej w przypadku
wystepowania obserwacji odstajacych

Przydatnos$¢ szerokiej grupy modeli GARCH do opisu ksztattowania cen
energii elektrycznej i ich zmienno$ci na polskim rynku energii przedstawiono
w pracach Ganczarek (2008); Weron (2006); Wtodarczyk i Zawada (2008).
W kontekscie obserwacji odstajagcych rozwazania skoncentrowano na nielinio-
wych modyfikacjach klasycznego modelu GARCH uwzgledniajacych efekt
dzwigni: GJR-GARCH oraz QGARCH.

W przypadku wystepowania jednorazowych obserwacji odstajacych AO
w momencie =7, wplywajacych na poziom obserwacji, rOwnanie Sredniej
warunkowej w modelach GARCH przyjmuje postac:

Vi=p+ 00l () +E =ut+w,ol ()+0E, (D)
gdzie w,, prezentuje wielko$¢ obserwacji odstajacej, I,(f)=1 dla t=7;
w przeciwnym przypadku 1,(1)=0, & |Q, ,~N(0,57) (moze byé rozpatry-

wany inny rozktad).

Roéwnania warunkowej wariancji w przypadku tego typu obserwacji
pozostaja takie same, tzn.:
— dla GARCH(1,1):

ol =a,+ael +pol,, t=1..T, ()

gdzie o, >0,0,20, f >0 o +p<],
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— dla GJR-GARCH(1,1);
o) =agranel, + 7’1‘3}2711{5,,, =D+ pol, 3)

gdzie I, . (1)=1 dla & <0, lub 0 w przeciwnym wypadku, «, >0, 20,
Br=20, 1,20, o+ B +y,/2<],

—  dla QGARCH(I,1):
o) =ay+anel + e + ol “4)

gdzie o, + B <1; sktadnik y,&,_, umozliwia uchwycenie asymetrycznego wpty-
wu szokoéw na wariancje; jesli 7, <0, to efekt ujemnego szoku na wariancje o}
bedzie wigkszy niz efekt dodatniego szoku tego samego rozmiaru.

Parametry modeli heteroskedastycznych sg na ogdt szacowane metoda
quasi-najwigkszej wiarygodnosci (QML). Cho¢ metoda ta daje zgodne oszaco-
wania parametrow nawet wtedy, gdy rozktad nie jest rozktadem normalnym,
zarzuca sie jej wysokie wartosci bledow prognoz oraz nieefektywno$¢
zwickszajaca si¢ wraz z poziomem odchylenia si¢ od normalnosci (Jacquier,
Polson, Rossi, 1994). Stad oprocz wielu modeli stanowigcych rozszerzenie
klasycznego modelu GARCH (uwzgledniajacych wlasnosci szeregow finan-
sowych) wystepuja metody tworzone dla celow estymacji parametrow
podstawowych typow modeli GARCH.

2. Odporna estymacja zmiennosci

Glownym celem statystyki odpornej jest nie tylko dostarczanie narzedzi
pozwalajacych na oceng odpornosci klasycznych metod statystycznych, ale
takze dostarczanie nowych estymatordéw i testow, ktore charakteryzuja sie od-
pornoscia na pewne odstepstwa od zalozonego modelu (Wielowymiarowe
metody..., 2010).

Wedhug Hubera (1981), odporne metody estymacji powinny mie¢ na-
stepujace wlasnosci:

H1) Estymacja powinna by¢ efektywna, gdy wszystkie obserwacje z proby
pochodza z zatozonego modelu.

H2) Zastapienie niewielkiej czgsci obserwacji obserwacjami odstajacymi po-
winno mie¢ nieznaczny wplyw na wynik estymac;ji.
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Koncepcja odpornego podejscia do modeli GARCH polega na zmniej-
szeniu wplywu obserwacji odstajacych na estymowang zmienno$¢. Dzieje sig to
poprzez wprowadzenie odpowiedniej funkcji wagi 7, (x) w rownaniu warunko-

wej wariancji (ponizej dla GARCH(l,l))*:

2
% Vol \ 2 *2 x, | x|<k
O =0Qg+ar (_12 )iyt + POy Ti(X)= { ) (5)
Oy k,|x|2k

ktéra ma za zadanie zmniejszal rozprzestrzenianie si¢ wptywu obserwacji
odstajacych, ale przede wszystkim polega na zastosowaniu odpornej metody
estymacji parametroOw rownania warunkowej wariancji (Muler, Yohai, 2007).

Wyniki dotychczasowych badan potwierdzaja, iz kombinacja zmodyfiko-
wanego rOwnania wariancji oraz odpornej na obserwacje odstajace metody
estymacji redukuje wartosci btedow prognoz ex-post RSME w obecnos$ci
gwaltownych skokoéw cen/stop zwrotu (Boudt, Danielsson, Laurent, 2010; Car-
nero, Péna, Ruiz, 2008). Nalezy rowniez zwroci¢ uwage na fakt, iz w podejsciu
tym zaréwno estymacja, jak i identyfikacja gwattownych skokéw stanowi jeden
krok.

Odporna alternatywa metody quasi-najwickszej wiarygodnosci — ogra-
niczona metoda quasi najwigkszej wiarygodnosci (Bounded QML — BQML) dla
oszacowan parametréw rownan warunkowej wariancji wybranych modeli klasy
GARCH (Carnero, Péna, Ruiz, 2008) opiera si¢ na maksymalizacji funkcji
najwigkszej wiarygodnosci t-Studenta:

T T

1 1 1
Ly=Y L Z[log(n%» ~log(I'; )~ Tlog((

t=2 t=2

1-27

)+
d (6)

2
+log(x) +logo? + L log(1+—L— 2],
7 1-2n o,

gdzie T'(-) jest funkcja Gamma oraz 7 =—, gdzie Vv jest liczbg stopni swobody
%
rozktadu t-Studenta.
Parametr 77 jest postrzegany jako miara grubosci ogona rozktadu, przy

czym 0<7<0,5 gdy warunkowy rozktad posiada skonczong wariancje, tj.

v>2. JeSli oznaczy sie przez @ wektor nieznanych parametrow rdwnania
warunkowej wariancji, to estymator BOML ma nastgpujaca postac:

* Za: Muller, Yohai (2006): k= 5,02.
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] 0, L<L
0QBML RPN v (7
0,, L>L

gdzie estymator 61 wyznacza si¢ maksymalizujac funkcje najwickszej wiary-
godnosci t-Studenta, a 62 — maksymalizujac zmodyfikowana posta¢ funkcji naj-

wigkszej wiarygodno$ci t-Studenta L, gdzie roOwnanie warunkowej wariancji
ma posta¢ (5). Estymator BQML posiada wtasnosci H1) oraz H2) (Carnero,
Péna, Ruiz, 2008).

3. Wyniki przeprowadzonej analizy

Celem analizy empirycznej jest odpowiedz na pytania:

— czy na zmniejszenie btedow estymacji parametru zmiennosci moze wpty-
wacé wczesniejsza identyfikacja i korekta obserwacji odstajacych, czy tez
stosowanie odpornych metod do szeregu zmiennosci cen energii elektrycz-
nej?

— czy modyfikacje metody najwigkszej wiarygodnosci daja lepsze wyniki niz
quasi-metoda najwickszej wiarygodno$ci w szeregach zmiennosci cen
energii elektrycznej z gwattownymi skokami warto$ci?

O ile odporne metody przynosza bardzo dobre efekty w estymacji i pro-
gnozowaniu zmiennosci na rynku kapitalowym (Wielowymiarowe metody...,
2010), o tyle interesujace jest ich zachowanie w przypadku szeregow czaso-
wych pochodzacych z rynku energii ze wzgledu na fakt, iz $rednia dzienna
zmienno$¢ na rynku energii moze wynie$¢ az 50% (na tradycyjnych rynkach
kapitatowych osigga okoto 1.5%).

3.1. Charakterystyka danych

Analizie poddano godzinowe liniowe stopy zwrotu cen energii elektrycz-
nej z Rynku Dnia Nastgpnego (RDN) Towarowej Gieldy Energii z okresu od
01.01.2009 do 31.03.2011 roku. Ze wzgledu na wystepujaca w szeregu danych
cyklicznos¢ (rysunek 1) szeregi stop zwrotu opisano za pomocg zintegrowanego
sezonowo modelu autoregresji i $redniej ruchomej SARIMA(p,d,q)(PsDs,Qs)
(Brockwell, Davis, 1996):

P(B)P,(BS)Vr, = q(B)Q, (B")e,, ®)
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p ) P . I .
gdzie:  p(B)=1-3 p;B'. PR(B)=1- P B . qB)=1-3 g5’
j=1

J=1 J=1

Q
0.(B)=1- ZQUB" , S — opoOznienie sezonowe szeregu, d — rzad zintegrowania
i=1

szeregu, 7, — empiryczne wartosci szeregu (liniowe stopy zwrotu), B — operator

przesunigcia B'r, =r,_ , V — operator roznicowy V'r, =1, —r_ =(1-B")r,, &,

t—s

— reszty modelu.

Opierajac sie¢ na wynikach funkcji autokorelacji oraz autokorelacji czast-
kowej (rysunek 1), stopy zwrotu cen energii elektrycznej opisano za pomoca
modelu SARIMA(1,0,1)(1,1,1) z opdéznieniem sezonowym 192 godziny (168
godzin — opoznienie tygodniowe, 24 godziny — op6znienie dobowe). Wszystkie
parametry modelu SARIMA(1,0,1)(1,1,1),9, s3 statystycznie istotne (tabela 1)
i w pelni eliminujg cyklicznos$¢ i autokorelacje w wartosci oczekiwanej danych
(rysunek 2).

E S

B e

e g e .

Rys. 1. Funkcja autokorelacji oraz funkcja autokorelacji czastkowej szeregu stop zwrotu cen
energii elektrycznej

Tabela 1

Parametry modelu SARIMA(1,0,1)(1,1,1);9,

Parametry p-wartos¢
p(1) 0,889880 <0,01
q(1) 0,972254 <0,01
Ps(1) 0,608268 <0,01
Qs(1) 0,395399 <0,01
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IF

Rys. 2. Funkcja autokorelacji oraz funkcja autokorelacji  czastkowej reszt modelu
SARIMA(1,0,1)(1,1,1)19,

Po usunigciu z danych cyklicznosci i autokorelacji otrzymano residua
o niewielkim wahaniu oraz widocznym efekcie skupiania si¢ zmiennosci, za-
burzone pojedynczymi gwaltownymi skokami (rysunek 3). Otrzymane reszty
stanowig probe do estymacji parametrow zmiennosci (tacznie 19 487 obser-

wacji).

residua
[
[a]}

14134 16194

12194

liczba godzin (09.01.2009-31.12.2010h

Rys. 3. Residua modelu SARIMA(1,0,1)(1,1,1)10,
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3.2. Identyfikacja danych odstajacych

W kolejnym kroku dokonano analizy szeregu residuéw pod katem identy-
fikacji warto$ci odstajacych. Najprostsza technikg identyfikacji pikéw cen/stop
zwrotu jest przyjecie pewnego progu, powyzej ktorego wszystkie ceny/stopy
zwrotu sg obserwacjami odstajacymi (przeglad technik identyfikacji i korekty
obserwacji odstajacych mozna znalez¢ w pracy Triick, Weron Wolft (2007), za$
przeglad klasycznych i nieklasycznych metod identyfikacji w pracy Cateni,
Colla, Vannucci (2008)). Wybor progu jest dowolny, stad tego typu metody
nalezy stosowal ostroznie. Najrozsadniejsze wydaje si¢ zastosowanie
algorytmow, ktore w pojedynczych krokach wykrywaja po jednej obserwacji
odstajacej. Jest to szczegodlnie wazne ze wzgledu na wiasnos$ci obserwacji
odstajacych (efekty maskowania oraz ,,zatapiania”, masking oraz swamping
effects (Barnett, Lewis, 1994)). Jeden z algorytméw wykorzystuje dyskretna
transformacj¢ falkowa.

Niech X =(X,....,X,) bedzie analizowanym szeregiem czasowym, gdzie

X, =f@), t,=i/n, i=1,.,n oraz n=2'. Dyskretna transformata falkowa

(Discrete Wavelet Transform — DTW) pozwala przedstawi¢ X w postaci
liniowej kombinacji czynnikow: detali D, =(d,,...,d,,,), zawierajacych
informacje o wysokich czestotliwo$ciach, oraz aproksymacji obserwacji
A, =(a,...,a,,,) *. Gloéwna zaleta wspotczynnikow detali jest ich skrajna wraz-
liwos$¢ na takie zjawiska, jak piki czy szum. Dlatego tez koncepcja algorytmu
wykrywania obserwacji odstajacych opiera si¢ na analizie wspolczynnikow
detali uzyskanych w wyniku zastosowania dyskretnej transformacji falkowej do
szeregu reszt modelu. Obserwacja jest identyfikowana jako odstajaca w wyjs-
ciowym szeregu czasowym, jesli odpowiadajacy jej wspdlczynnik detalu jest
wyzszy (co do wartosci bezwzglednej) niz pewna zalozona warto$¢ progowa.
Dla szeregéow czasowych z gwaltownymi pikami odpowiedni wybor stanowi
funkcja falkowa typu ,,boxcar”, np. falka Haara (Bilen, Huzurbazar, 2002). Po-
nadto, za Veiga i Grane (2010), zaklada si¢, iz rozktad reszt modelu zgodny

" Transformata falkowa jest przeksztatceniem dwuparametrowym odwzorujacym jednowymiarowy sygnat
f(t) w dwuwymiarowsa tablice wspotczynnikow ¢ ik f)= Z i 9J /21//(2 It—k), gdzie zbior funkcji
J.k

falkowych ‘k(t) jest zazwyczaj bazg ortogonalng oraz j € (0,00) , ke (—OO, oo) . Zbidr wszystkich
Js

wspolczynnikow Cj k jest nazywany dyskretng transformata falkowa (Discrete Wavelet Transformation)

sygnatu f'(f), a (1) jest transformatg odwrotng. Wprowadzajac tzw. funkcje skalujaca @@ ik sygnat f'(f)

o0

00 00
mozna przedstawié jako: £ (z) = z ak(pk(t)+ Z Z d/.k(///.k(t).
k= j=0k=—0 7
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z rozktadem normalnym/t-studenta pociaga za sobg to, iz rozktad maksimow
wspotczynnikow detali (co do wartosci bezwzglednej) jest rowniez normalny/t-
-studenta. Dla zidentyfikowania pojedynczych AO wystarczy ograniczenie do
wyznaczenia pierwszego poziomu wspotczynnikow falkowych detali. Odwrotna
transformacja falkowa pozwala na identyfikacje obserwacji odstajacych w ko-
lejnych etapach.

Kwestig indywidualng jest wyznaczenie wartosci progowej, za Veiga
1 Grane (2010) — warto$¢ progowa stanowi 95% percentyl rozktadu maksimum
detali.

Zatem niech X =(X,,...,X,) bedzie szeregiem reszt z dopasowania wy-
branego modelu, o rozktadzie normalnym (t-Studenta). Procedura wykrywania
obserwacji odstajacych sktada si¢ z nastepujacych krokow:

1. Zastosowanie dyskretnej transformacji falkowej do szeregu reszt X
w celu otrzymania pierwszego poziomu wspolczynnikow falkowych
A, =(a,...,a,,,) oraz D, =(d,,....d,,).

2. Wybdr progu k% réwnego 95% percentylowi rozktadu maksimoéw wspot-

czynnikéw detali (w wartosciach bezwzglednych), w przypadku wykrywa-
nia AO: k% =k,

o 0,05
3. Znalezienie d,,, = max {|d; [>k

} 1 oznaczenie przez s pozycji d,..
1<j<n/2

w wektorze D .

4. Przyjecie d,,, =0 oraz skonstruowanie wektora l~)1 powstatego poprzez

max

wstawienie 0 na pozycji s, §j. D, = (d,,....d, .0, ,,p.nd, ) .

5. ,,0dbudowanie” szeregu reszt poprzez odwrotng transformate falkowa dla
A, oraz ]~)1.

6. Powtarzanie krokéw od 1 do 5 do momentu uzyskania w wektorze detali

k0,0S

wspotczynnikéw nizszych (w warto$ci bezwzglednej) od . Przez

S ={s,,...s,} oznacza si¢ uporzadkowany zbior indekséw zawierajacy po-
zycje d oy -
7. Wykorzystanie S do wyznaczenia pozycji obserwacji odstajacych

w szeregu X. Niech s bedzie elementem zbioru S. Wyznaczenie $redniej

szeregu X bez obserwacji na pozycjach 2s oraz 2s—1, tzn.

1

n—2
rownej 2s, jesli | X,, =X, , > X5, —X,_, |, lub rownej 2s — 1 w przeciw-
nym przypadku.

x,172 =

Z X;, 1 umieszczenie na pozycji obserwacji odstajacej
i#2s,25—1
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Wykrycie obserwacji odstajacych pozwala na ich korekte, ktéra polega

k0,05

na przypisaniu wartosci d; —sign(d, ) tym elementom wektora D,, kto-

rych indeksy nalezg do zbioru S, i oznaczeniu przez ]N)1 wektora pierwszego

rzedu wspotczynnikdéw detali po korekcie. Rekonstrukcja szeregu czasowego
odbywa si¢ dzigki odwrotnej transformacji falkowe;j.

Rysunek 4 przedstawia residua odpowiadajgce obserwacjom odstajacym.
W analizowanym szeregu wykryto 0,9% warto$ci znacznie réznigcych si¢ od
pozostatych, ktore uznano za outliers.

Obserwacje odstajace pojawialy sie¢ w rdéznych godzinach. Najwigkszy
odsetek o godzinie siodmej — 33%, dziewiatej — 12%, dwudziestej trzeciej —
15%, siedemnastej — 7%, dziesiatej — 5%.

Biorgc pod uwage dzien tygodnia, najwigkszy odsetek wartosci odstaja-
cych pojawil si¢ w poniedziatek — 44%, sobote — 12%, piatek i niedzielg — 11%.

15

residua

1,0 u

4,5
liczba godzin (09.01.2009-31.12.20M0}

Rys. 4. Szereg residudw z odstajagcymi wartoSciami

36% wszystkich odstajacych wartosci residuéw stanowia wartosci z okre-
su 09.01.2009-31.03.2009, czyli okresu, w ktérym byly dokonywane zmiany
mechanizmu ksztattowania cen na rynku bilansujagcym. Kolejnych 18% przy-
pada na kwiecien 2009 roku. 30% wszystkich obserwacji odstajacych przypada
na styczen, 15% — na grudzien. Pojedyncza obserwacja odstajaca pojawila si¢
rowniez 7.06.2010 roku, w momencie gdy w zwiazku z powierzeniem Izbie
Rozliczeniowej Gietd Towarowych S.A. rozliczen transakcji zawartych na giet-
dzie, Zarzad TGE obnizyt wysokos$¢ optaty transakcyjnej z tytutu ustugi giet-
dowej dla transakcji gietdowych zawieranych w okresie od 7.06.2010 roku do
31.12.2010 roku. Zadnych obserwacji odstajacych nie odnotowano w miesia-
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cach lipiec-sierpien. W ciagu jednego dnia najwigcej obserwacji odstajacych
odnotowano w dniach 12.01.2009 roku (poniedzialek, po podpisaniu przez
Prezydenta Lecha Kaczynskiego nowelizacji ustawy o komercjalizacji i prywa-
tyzacji oraz ustawy o zasadach nabywania od Skarbu Panstwa akcji w procesie
konsolidacji spotek sektora elektroenergetycznego) i 06.04.2009 roku (po-
niedziatek, po przekazaniu przez Ministerstwo Srodowiska firmom energetycz-
nym unijnych uprawnien do emisji dwutlenku wegla). Znacznie wigksza czgs¢
obserwacji odstajacych pochodzi z 2009 roku, na co prawdopodobnie wptyw
miato spowolnienie gospodarcze, co bezposrednio przetozylo si¢ na zmniejsze-
nie popytu na energi¢ elektrycznag.

3.3. Estymacja zmiennosci i ocena trafnosci prognoz na rynku
energii

Estymacji parametru zmiennosci dokonano opierajac si¢ na modelach
GARCH(1,1), GJR-GARCH(1,1) oraz EGARCH(1,1) z warunkowym roz-
ktadem t-studenta, przy czym parametry warunkowych wariancji oszacowano:
— metodg quasi-najwigkszej wiarygodnosci na podstawie danych rzeczy-

wistych bez korekty obserwacji odstajacych (QML),

— metodg quasi-najwigkszej wiarygodnosci na podstawie danych rzeczywi-
stych po dokonaniu korekty obserwacji odstajacych metoda opisang w 3.2
(QMLkor),

— odporng metoda quasi-najwigkszej wiarygodnosci dla danych rzeczywi-
stych (RQML),

przy czym w kazdym z przypadkéw o jest szacowana klasycznym odchyle-

niem standardowym.

Na podstawie wynikow z tabeli 2 i na podstawie kryterium AIC mozna
stwierdzi¢, iz spos$rod analizowanych modeli najlepszym modelem (pod wzgle-
dem dopasowania do danych) jest model QGARCH z odporng metoda szaco-
wania zmiennos$ci. Jednak zarowno odporna estymacja, jak i wcze$niejsza
identyfikacja i korekta obserwacji odstajacych daje porownywalne wyniki dla
wszystkich trzech modeli. Dla pelnej analizy z pewno$cig warto byloby roz-
patrzy¢ inne metody korekty obserwacji odstajacych.

W kolejnym kroku wyznaczono prognozy zmiennosci, ktore byty kon-
struowane na jedna godzing do przodu dla okresu 01.01.2011-31.03.2011.
Parametry wszystkich analizowanych modeli estymowano dodajac za kazdym
razem kolejng obserwacje. Ocene trafnos$ci prognoz dokonano na podstawie
$redniego absolutnego bledu MAE oraz pierwiastka btgdu $redniokwadrato-
wego RMSE (tabela 3).
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Analizujac wartosci otrzymanych prognoz, mozna stwierdzi¢, ze zaden
z modeli (GARCH(1,1), GJR-GARCH(1,1) i QGARCH(1,1)) nie jest satys-
fakcjonujacy. Btedy prognoz w kazdym wypadku sg znaczne. Jednak oceniajac
mozliwos$¢ identyfikacji 1 korekty obserwacji odstajacych oraz stosowania od-
pornych metod szacowania zmiennosci, obiecujace sag mniejsze wartosci btedow
prognoz zmiennosci w obu przypadkach.

Nalezaloby rowniez zauwazy¢, ze w przypadku odpornej estymacji para-
metrow warunkowej wariancji poczatkowa warto$¢ parametru 0'5 warto kon-

sekwentnie oszacowa¢ rowniez odpornym estymatorem, np. odchyleniem me-
dianowym MAD.

Tabela 2
Parametry modeli GARCH(1,1), GJR-GARCH(1,1) oraz QGARCH(1,1)
z podzialem na rézne metody szacowania
GARCH(1,1) GJR-GARCH(1,1) QGARCH(1,1)
Metoda | Parametry ocena p-wartosé ocena p-wartosé ocena p-wartosé
parametru parametru parametru

a, 0,000654 0,00 0,000189 0,00 0,000678 0,00
a, 0,731011 0,00 0,055373 0,00 0,639235 0,00
QML ,Bl 0,268888 0,00 0,856736 0,00 0,280239 0,00
7 - - —-0,227363 0,01 —-0,00296 0,00

AIC —64831,52 —69828,4 —69841,6

BIC —64792,13 —69789,1 -69799.,3
a, 0,000528 0,00 0,0002357 0,00 0,0001 0,00
a, 0,663406 0,00 0,0878602 0,00 0,100109 0,00
QMLkor o 0,336493 0,00 0,8422801 0,00 0,851284 0,00
V2 - - —0,120350 0,01 —-0,00874 0,00

AIC —70053,3 —70056,90 -70121,63

BIC -70021,8 —-70017,51 -70104,91
a, 0,000326 0,00 0,0001349 0,00 0,000633 0,00
a, 0,640567 0,01 0,0968201 0,00 0,138937 0,00
RQML ,31 0,397210 0,00 0,8747880 0,00 0,872669 0,00
7 - —-0,001653 0,00 —-0,00636 0,00

AIC —-70092,8 -70123,7 -70125,6

BIC —-70070,5 —70109,9 -70116,3
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Nalezy podkresli¢, ze podjecie decyzji o wyborze metody estymacji nie
musi by¢ poprzedzone analiza szeregu pod katem wystepujacych obserwacji
odstajacych, cho¢ efektywnos¢ odpornych estymatorow spada w ich stosowaniu
w szeregach, w ktorych nie wystgpuja obserwacje odstajace.

Tabela 3

Bledy prognoz zmiennosci dla modeli GARCH(1,1), GJR-GARCH(1,1)
oraz QGARCH(1,1) z podziatem na r6zne metody szacowania

Metoda Blad GARCH(1,1) |GJR-GARCH(1,1)| QGARCH(1,1)
prognozy

MAE 0,397 0,386 0,387
QML

RMSE 0,405 0,425 0,427

MAE 0,349 0,312 0,316
QMLkor

RMSE 0,383 0,348 0,359

MAE 0,314 0,289 0,273
RQML

RMSE 0,348 0,313 0,299
Podsumowanie

Na rynkach energii elektrycznej charakteryzujacych si¢ duzg zmienno$cia
wystepuja czesto obserwacje odstajace. Ze wzgledu na fakt, ze energii elek-
trycznej nie mozna magazynowac, obserwacje odstajace sg bezposrednig re-
akcja ceny na zaburzenie wolumenu obrotu energia elektryczng. W zwiazku
Z tym zarOwno w prognozowaniu, jak i analizie ryzyka zmiany ceny nalezy
uwzgledni¢ wystgpowanie obserwacji odstajacych. Odporna estymacja zmien-
no$ci na Rynku Dnia Nastgpnego pozwolita zidentyfikowac obserwacje odsta-
jace w ciagu badanego okresu. Parametry modeli oszacowanych za pomoca
metod odpornych sg statystycznie istotne, niemniej jednak uzyskane prognozy
sg obarczone duzymi btedami. Wysoki poziom btedow moze by¢ spowodowany
wyborem okresu, na ktory zostaty wyznaczone prognozy. Z przeprowadzonej
analizy wynika, ze poczatek roku to okres najwiekszej liczby obserwacji od-
stajacych.

Podsumowujac wyniki analizy pod wzgledem postawionych celow, moz-
na powiedzie¢, ze:

— na zmniejszenie bltedow estymacji parametru zmienno$ci moze wptywac
wcze$niejsza identyfikacja i korekta obserwacji odstajacych,

— modyfikacje metody najwickszej wiarygodnosci dajg lepsze wyniki niz
quasi-metoda najwiekszej wiarygodnosci w szeregach z gwattownymi sko-
kami cen.
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ROBUST VOLATILITY ESTIMATION
ON THE ELECTRIC ENERGY MARKET

Summary

Electricity spot prices exhibit very high volatility and unanticipated extreme price changes
known as spikes (or jumps). A critical issue in estimation of the volatility is that it might be sub-
stantially affected by the price spikes. While it is clear that price spikes should be captured by
an adequate model the literature does not agree on whether these observations have to be included
or excluded in the estimation process. Our goal is to examine the consequences of the treatment
of such extreme events in the estimation procedures. We investigate two approaches for the
volatility estimation: identifying and correcting the spikes and using robust method for outliers.
For our empirical analysis we have chosen data from the Polish Power Exchange.
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STATYSTYCZNA ANALIZA STRUKTURY
DEMOGRAFICZNEJ CZLONKOW OFE

Wprowadzenie

Polskie fundusze emerytalne sa osobami prawnymi, ktorych przedmiotem
dziatalnosci jest gromadzenie $rodkoéw pienieznych i ich lokowanie z prze-
znaczeniem na wyptate cztlonkom funduszu po osiggnigciu przez nich wieku
emerytalnego (Ustawa o organizacji..., 1997). Fundusz emerytalny jest two-
rzony jako otwarty lub pracowniczy przez organ funduszu, jakim jest Pow-
szechne Towarzystwo Emerytalne (PTE). Otwarte Fundusze Emerytalne (OFE)
zarzadzane przez PTE weszly na polski rynek kapitalowy 19 maja 1999 roku,
tworzac II filar zreformowanego systemu emerytalnego. OFE lokuja swoje ak-
tywa, dazac do osiagniecia maksymalnego stopnia bezpieczenstwa i rentow-
no$ci dokonywanych lokat (Ustawa o organizacji..., 1997). W ciag jedenastu lat
istnienia OFE na polskim rynku finansowym liczba funduszy zmalata z 21
w 1999 roku do 14 w 2011 roku. Zmiany te sa konsekwencjg likwidacji czgsci
funduszy oraz fuzji.

Jedna z waznych kwestii branych pod uwagg w ocenie dziatalnosci fun-
duszu emerytalnego oraz jego pozycji na rynku emerytalnym jest liczba czton-
koéw. Zalezy ona od wielu czynnikéw, m.in. od liczby 0s6b wchodzacych na
rynek pracy, liczby przeprowadzanych transferéw, wynikow losowan, dziatal-
nosci akwizytorow, dokonywanych fuzji i przeje¢ funduszy przez inne. Na
zmiany w strukturze rynku OFE, ksztattowanie polityki inwestycyjnej oraz stra-
tegii wobec cztonkow wptywaja wigc mechanizmy demograficzne ksztaltujace
liczbe cztonkéw poszczegdlnych funduszy.

Celem opracowania jest statystyczny opis struktury demograficznej
cztonkow Otwartych Funduszy Emerytalnych oraz zmian tej struktury
w okresie badawczym 1999-2009. Do analizy zmian struktury demograficzne;j
cztonkow OFE ogélem oraz wedtug pici i wieku zastosowano wybrane statys-
tyczne wskazniki demograficzne. Ponadto przeprowadzono badanie wzorcow
selektywnos$ci oraz klasyfikacje funduszy pod wzgledem struktury cztonkdéw
wedtug réznych grup wiekowych.
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1. Metody badania struktury demograficznej klientéw OFE

Analize empiryczng oparto na wybranych miarach struktury demogra-
ficznej oraz miarach analizy dynamiki.
Do badania struktury klientow wedlug plci wykorzystano nastepujace
wspotczynniki feminizacji (maskulinizacji):
— ogolny I typu — okresla stosunek liczby kobiet (mezczyzn) w danym okresie
do ogoblnej liczby ludnosci,
— ogolny II typu — okresla stosunek liczby kobiet (mezczyzn) w danym
okresie do liczby mezczyzn (kobiet) w tym okresie (Holzer, 2003, s. 141).
Dynamike zmian zjawiska maskulinizacji i feminizacji opisano za po-
moca Sredniego tempa zmian wyrazonego w postaci:

e
T— 1 yl 1 (1)

gdzie y, —warto$¢ cechy w ostatnim okresie badania, n —liczba okreséw
przyjetych do analizy.

Analiza struktury czlonkéw OFE wedlug ptci i wieku ogoétem dla
wszystkich OFE zostala przedstawiona za pomoca wykresu nazywanego
piramidg wieku (Holzer, 2003, s. 144). Jest to odmiana wykresu stupkowego.
Sktada si¢ on z dwoch czgsci odnoszacych si¢ do grup pici potozonych po obu
stronach pionowej osi, na ktorej znajduja si¢ grupy wieku. Na osi poziomej
znajduje sie skala liczbowa w wielkosciach bezwzglednych lub procentach.

Do weryfikacji hipotezy gloszacej, ze istnieje zjawisko selektywnosci
wsrod klientow OFE, postuzyl Wspoétczynnik Selektywnosci Migracji (WSM)
(Cieslak, 1992, s. 248). Definicj¢ miernika zapisuje si¢ w postaci:

My, B

WSM,,_, = % )
V=i

P

gdzie:

V' —zmienna, ze wzgledu na ktora bada sie selektywno$¢ zjawiska
(np. pte¢, wiek),
i —kategoria zmiennej V', dla ktorej jest liczona wartos¢ wspotczynnika (np.
kobiety, grupa wiekowa 21-25 lat),
WSM, _; —wspolczynnik selektywnos$ci ze wzgledu na zmienng V' dla ka-
tegori i,
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M, _, —liczebno$¢ podpopulacji badanej nalezacej do kategorii i oraz zmiennej
v,
M - liczebno$¢ podpopulacji badanej ogotem,
B,_, —liczebno$¢ populacji badanej nalezacej do kategorii i oraz
zmiennej V,
P — catkowita liczebnos$¢ populacji badane;.

Wartosci dodatnie WSM $wiadcza o wystepowaniu dodatniej selektyw-
nosci, przy czym jest ona tym wyzsza, im wyzsza warto§¢ wspolczynnika.
Oznacza to, ze w danym zjawisku uczestniczy wiecej jednostek danej kategorii,
niz wynikaloby to z ich proporcji w catej populacji (Mioduszewska, 2008,
s. 16). Mowi sie, ze zjawisko selektywnosci nie wystepuje, gdy wartosci
omawianego wspolczynnika wynosza zero lub sa bliskie zeru'.

Wybrane metody klasyfikacji

Do klasyfikacji OFE ze wzgledu na okreslone przedzialy wiekowe czion-
kéw OFE zastosowano wybrane metody hierarchiczne klasyfikacji.

W teorii mnogosciowej klasyfikacje definiuje si¢ jako niepustg rodzing
podzbioréw K,;, i=12,..., k okre$lona na zbiorze obiektow K i spehiajaca
warunki (Gatnar, Walesiak, 2004):

k
K, K, =@, | JK, =K, i#j ij=12..k 3)

i=l1

gdzie ¢ oznacza zbidr pusty. Klasyfikacja jest traktowana jako zbior klas wy-

roznionych z klasyfikowanego zbioru obiektow (Gatnar, Walesiak, 2004).

Jedng z kategorii grupowania danych sg metody hierarchiczne. Hie-
rarchiczne procedury grupowania mozna opisa¢ za pomoca nastepujacego sche-
matu. Majac dang macierz odleglosci zbioru obiektow, zaktada sig, ze kazdy
obiekt tworzy odrebna klase. Na kazdym etapie znajduje sie pare klas, miedzy
ktoérymi odleglos¢ jest najmniejsza, by potaczy¢ je w jedno skupienie. Nastgpnie
ustala si¢ odleglos¢ nowej klasy od pozostatych. Algorytm ten jest powtarzany
do momentu zebrania wszystkich klas w jedna. Roznice miedzy wariantami me-
tod aglomeracyjnych tkwia w odmiennym sposobie okreslania odlegto$ci mig-
dzy skupieniami. Wyr6znia si¢ m.in. metody pojedynczego wigzania, petnego
wigzania, Srednich potaczen, metod¢ Warda (Gatnar, Walesiak, 2004).

"W demografii czestym zastosowaniem cieszy si¢ Wspotczynnik Selektywnosci Migracji, ktory bada wptyw
pewnych (czesto nieobserwowalnych) czynnikéw, ktore sprawiaja, ze struktura populacji migrantéw
z danego obszaru rozni si¢ od struktury populacji na danym obszarze.
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2. Wyniki analizy empirycznej

Analize empiryczng przeprowadzono na podstawie danych zamieszczo-
nych w biuletynach rocznych wydawanych przez Komisj¢ Nadzoru Finanso-
wego (KNF). Do analizy zmian struktury demograficznej cztonkéw OFE za
okres badawczy przyjeto lata 1999-2009. Ograniczenie konca okresu badaw-
czego do 2009 roku wynika z dostepnosci danych opracowanych przez KNF do
2009 roku.

2.1. Zmiany w liczbie i strukturze klientow OFE w latach 1999-
-2009 ogodtem

Liczba klientéw OFE ogotem w latach 1999-2009 znacznie si¢ zwiek-
szyla, z poziomu 9665,8 tys. 0sob do 14 360,6 tys. os6b w 2009 roku. Srednie
tempo zmian dla liczby klientow ogdlem wyniosto 4,04%, co oznacza, ze liczba
cztonkow OFE wzrastala z roku na rok srednio o 4,04%.

Liczbe klientow OFE w przyjetym okresie badawczym, z uwzglednie-
niem podzialu wedtug plci, ilustruje rysunek 1.

15000 -

12000 —

9000 -

6000

3000 —

1
1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009

‘ = MezczyzZni O Kobiety ‘

Rys. 1. Liczba cztonkoéw OFE w latach 1999-2009 z uwzglednieniem podziatu wedhug ptci

Zrédto: Opracowanie wlasne na podstawie danych KNF.

Obserwuje si¢ wzrost klientow zar6wno w liczbie kobiet, jak i mezczyzn.
Srednioroczne tempo zmian dla kobiet jest nieznacznie wicksze niz dla mez-
czyzn, wynosi bowiem 4,20% dla kobiet oraz 3,90% dla mezczyzn. W catym
badanym okresie, srednio rzecz biorac, mezczyzni stanowili 52,93% badane;j
zbiorowosci, a kobiety — 47,07%. Wskaznik maskulinizacji wyniost $rednio
112,45%, a wskaznik feminizacji — 88,94%.

Strukturg cztonkéw OFE ogotem wedtug plci i wieku zilustrowano za
pomocg piramid wieku dla kazdego roku okresu 1999-2009 (rysunki 2-8).
Obserwacja ksztattu piramidy wieku dla klientow OFE ma na celu oceng:
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— obecnej struktury wedtug ptci w poszczegolnych grupach wieku oraz pro-
porcji pomiedzy wyréznionymi grupami wieku dla kazdej ptci oddzielnie,
— przysztej liczebnos$ci populacji oraz jej struktury.

W celu uzyskania poréwnywalnosci, liczebnosci rozwazanej populacji
w latach zostaly wyrazone w procentach ogolnej liczby cztonkéw OFE w da-
nym roku.

Porownujac ksztalty piramid wieku, mozna stwierdzi¢ proces starzenia
si¢ klientow OFE. Jest to ogolna, wystepujaca dla calej ludnosci Polski ten-
dencja. Mozna zauwazy¢ przesuwanie si¢ najliczniej wystepujacych kategorii
wiekowych — w 1999 roku to osoby w wieku 21-25 lat oraz 26-30 lat, na-
tomiast w 2009 roku osoby w wieku 26-30 lat oraz 31-45 lat. W badanym
okresie zmniejszyta si¢ takze nadwyzka liczby mezczyzn nad liczba kobiet
w grupach wiekowych 21-25 lat oraz 41-50 lat. Natomiast nierownowaga
w strukturze plci zostata podkreslona w grupie 0osob powyzej 50 roku zycia.

1999, _ -
: 5 nadwyzha liczhy r:nezczyzn;
‘ nad liczhe kobief

) ‘Dkubmtyh §|lMeiC;Ym‘

1206 9% 6% 3% 0% 3% 6% 9% 12% 12% 0% 6% 3% 0% 3% 6% 9% 12%

Rys. 2. Piramida wieku cztonkéw OFE — stan na koniec 1999 i 2000 roku
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1f1atiniej | [OBolicty)

|EI iiobiety“ :| u} Meiclzgrz'ni ‘ :

Rys. 3. Piramida wieku cztonkéw OFE — stan na koniec 2001 1 2002 roku
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Rys. 4. Piramida wieku cztonkéw OFE — stan na koniec 2003 i 2004 roku
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Rys. 5. Piramida wieku cztonkéw OFE — stan na koniec 2005 i 2006 roku
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Rys. 6. Piramida wieku cztonkéw OFE — stan na koniec 2007 i 2008 roku
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Rys. 7. Piramida wieku cztonkéw OFE — stan na koniec 2009 roku

2.2. Zmiany w liczbie i strukturze klientow OFE w 2009 roku

Ogotem w Otwartych Funduszach Emerytalnych w 2009 roku na 100
kobiet przypadato 110,6 mezczyzn. Funduszami najbardziej zmaskulinizowa-
nymi, w ktorych liczba mezczyzn na 100 kobiet przekracza wartos¢ wskaznika
dla wszystkich funduszy, sa: OFE POLSAT, OFE WARTA, Aegon OFE, Pekao
OFE, Amplico OFE, PKO BP Bankowy OFE, Allianz Polska OFE oraz
Generali OFE. Funduszami emerytalnymi, w ktorych liczba mezczyzn na 100
kobiet jest bliska wartosci 100, co oznacza réwnowage ze wzgledu na strukturg
wedtug pftci, sa: Nordea OFE oraz ING OFE. Pozostate jednostki charakteryzuja
si¢ §rednim poziomem maskulinizacji; nalezg do nich: OFE Pocztylion, OFE
PZU ,,Ztota jesien”, AXA OFE oraz Aviva OFE.

Tabela 1

Wskazniki maskulinizacji i feminizacji wedtug jednostek OFE w 2009 roku

OFE Wskaznik maskulinizacji Wskaznik feminizacji
OFE POLSAT 148,7 67,2
OFE WARTA 141,3 70,8
Aegon OFE 135,9 73,6
Pekao OFE 132,8 75,3
Amplico OFE 127,1 78,7
PKO BP Bankowy OFE 122,7 81,5
Allianz Polska OFE 121,8 82,1
Generali OFE 120,7 82,9
OFE Pocztylion 108,1 92,5
OFE PZU ,,Zota Jesien” 105,4 94,8
AXA OFE 105,3 95,0
Aviva OFE 105,0 95,2
Nordea OFE 100,4 99,6
ING OFE 99,8 100,2
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Struktura wedtug plci jest zroznicowana takze w zalezno$ci od wieku.
Przedstawiajg to rysunki 8-10. Otwarte Fundusze Emerytalne sg utozone
wedlug wartosci wspoélczynnika maskulinizacji, a wigc kolejno: najsilniej
zmaskulinizowane (rysunek 8), umiarkowanie zmaskulinizowane (rysunek 9)
oraz nalezace do grupy, w ktorej jest zachowana rownowaga pici (rysunek 10).
Wspolng cechg funduszy najsilniej zmaskulinizowanych jest utrzymujaca sig¢
przewaga liczby mezczyzn nad liczba kobiet we wszystkich kategoriach
wiekowych. Rownowaga struktury wedtug plci, gdy wspotczynniki feminizacji
i maskulinizacji przyjmuja warto$¢ rowng 100, wystepuje rzadko, dla po-
jedynczych grup wiekowych (Amplico OFE oraz PKO BP Bankowy OFE
w wieku 46-50 lat). Natomiast fundusze emerytalne o umiarkowanym poziomie
maskulinizacji cechuja si¢ zdecydowang przewaga mezczyzn w najmiodszych
i najstarszych grupach wiekowych. Rownowaga struktury plci zostaje osia-
gnieta dla oséb w wieku 21-25 lat badz 26-30 lat i utrzymuje si¢ az dla grupy
0s0Ob ponizej 40 lat.

OFE POLSAT
1,6 -
1,2
0,8
0,4
0 T T T T T T T T
17 lati 18-20 21-25 26-30 31-35 36-40 41-45 46-50 51 lati
mniej === \vsp. maskulinizacji —®— wsp. feminizacji ‘ wigcej

OFEWARTA

17 lat i 18-20 21-25 26-30 31-35 36-40 41-45 46-50 51 lati
mniej g vvsp. maskulinizacji —®&— wsp. feminizacji wigcej

17 lat i 18-20 21-25 26-30 31-35 36-40 41-45 46-50 51 lati
mniej g wsp. maskulinizacji —&— wsp. feminizacji ‘ wigcej
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Pekao OFE

17 lati 18-20 21-25 26-30 31-35 36-40 41-45 46-50 51 lati

mniej ‘ === wsp. maskulinizacji —&— wsp. feminizacji wigcej

17 lati 18-20 21-25 26-30 31-35 36-40 41-45 46-50 51 lati
mniej e wsp. maskulinizacji —®— wsp. feminizacji wigcej

PKO BP Bankowy OFE

17 lat i 18-20 21-25 26-30 31-35 36-40 41-45 46-50 51 lati

mniej e=g==wsp. maskulinizacji —&— wsp. feminizacji wigcej

Allianz Polska OFE

17 lat i 18-20 21-25 26-30 31-35 36-40 41-45 46-50 51 lati
mniej ‘ e wsp. maskulinizacji —&— wsp. feminizacji ‘ wigcej

Generali OFE

17 lat i 18-20 21-25 26-30 31-35 36-40 41-45 46-50 51 lati
mniej g wsp. maskulinizacji —e— wsp. feminizacji wiecej

Rys. 8. Struktura cztonkéw OFE wedlug plci i wieku w funduszach najsilniej zmaskulinizo-
wanych
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OFE Pocztylion

17 lat i 18-20 21-25 26-30 31-35 36-40 41-45 46-50 51 1ati
mniej g wsp. maskulinizacji —&— wsp. feminizacji wigcej

OFE PZU "Ziota jesien”

17 lati 18-20 21-25 26-30 31-35 36-40 41-45 46-50 51 lati
mniej eg vsp. maskulinizacji —®&— wsp. feminizacji wigcej

17 lat i 18-20 21-25 26-30 31-35 36-40 41-45 46-50 51 lati
mniej g wsp. maskulinizacji —e— wsp. feminizacji wigcej
2 -
Aviva OFE
T I —_—_,—_,,_,_,,_"_,_"_,—,—,——,S.—,———————_— ..
1,2 ***t\(&*;***************************/***
0,8 ,,,‘/,,zfg{,,ﬁ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,x\i,,,
04 - — =
0 - T T T T T T T T |
17 lati 18-20 21-25 26-30 31-35 36-40 41-45 46-50 51 lati
mniej e wsp. maskulinizacji —&— wsp. feminizacji wigcej

Rys. 9. Struktura cztonkéw OFE wedhug ptci i wieku w funduszach o umiarkowanej maskulinizacji

Zrownowazong strukture wedtug ptci mozna zauwazy¢ na przyktadzie
ING OFE, gdzie jedynie grupa oséb ponizej 17 oraz powyzej 51 roku zycia jest
silnie zmaskulinizowana. Natomiast w pozostalych grupach wiekowych jest
osiggnigty stan rGwnowagi, a nawet stan slabej feminizacji cztonkow tego fun-
duszu. Wyroznia si¢ struktura klientow Nordea OFE, dla ktorej obliczone
wskazniki maskulinizacji i feminizacji wskazywaly na stan rownowagi wedlug
plci. Biorac pod uwage wskazniki dla poszczegdlnych grup wiekowych, wi-
doczna zdecydowana przewaga kobiet nad liczba mezczyzn wystepuje jedynie
w grupie osob miodych, tj. pomiedzy 18 a 25 rokiem zycia.
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Nordea OFE

17 lati 18-20 21-25 26-30 31-35 36-40 41-45 46-50 51 lati

mniej g wsp. maskulinizacji —&— wsp. feminizacji wigcej
2 ING OFE

L e e e
04 - — — - ——— - — = - -
0 - T T T T T T T T
17 1ati 18-20 21-25 26-30 31-35 36-40 41-45 46-50 51 lati
mniej ‘ g wsp. maskulinizacji —&— wsp. feminizacji ‘ wigcej

Rys. 10. Struktura cztonkéw OFE wedtug pici i wieku w funduszach ,,mieszanych”

2.3. Wyznaczenie wzorcow selektywnosci w strukturze
klientow wybranych OFE w 2009 roku

Wspotczynniki selektywnosci beda konstruowane na podstawie poréwna-
nia wartosci danej cechy dla 0sob nalezacych do wybranego funduszu emerytal-
nego z warto$ciami tej cechy w populacji cztonkéw OFE ogétem. W pierwszej
kolejnosci zostang przedstawione wartosci WSM dla zmiennej w 2009 roku.
Wyniki przedstawione na rysunku 11 pozwalajg stwierdzi¢, ze w 2009 roku
mezczyzni byli bardziej sktonni wybra¢ OFE POLSAT, OFE WARTA, Pekao
OFE oraz Amplico OFE (dodatnie oraz wysokie wartosci WSM), a zdecydo-
wanie mniej byli sktonni do uczestnictwa w takich funduszach, jak: ING OFE,
Nordea OFE czy Aviva OFE (o czym §wiadcza ujemne wspotczynniki WSM).
Tymczasem kobiety byty bardzie sktonne zaufa¢ OFE ING (WSM = 5,43) oraz
Nordea OFE (WSM = 5,10).

Wspotczynniki selektywnosci dla poszczegdlnych funduszy emerytal-
nych wedtug grup wiekowych zawarto w tabeli 2.
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Allianz Polska OFE

mezezyzni

Amplico OFE kobicty
Rys. 11. Selektywnos¢ klientow OFE wedtug ptci w 2009 roku
Tabela 2
Wartosci WSM dla zmiennej wiek w 2009 roku
OFE 17Mat | 4050 | 2125 | 2630 | 31-35 | 36-40 | 41-45 | 46-50 | 2112t
i mniej i wiecej
AEGON OFE 0,11 | 033 | =039 | 0,04 | 007 | 001 | 004 | 0,09 ] 0,29
gggnz Polska 580 | 2,69 | 0,02 |-0,15|-0,09 | -0,10 | 0,10 | -0,15 | 0,15
Amplico OFE | —0,84 | —0,27 | 0,18 | -0,06 | —0,09 | —0,07 | 0,00 | 007 | 0,22
Aviva OFE 0,49 | 0,02 [ -035 [ =023 | 0,14 ] 020] 020 0,13 001
AXA OFE 047 | 018 ] 0,08 ] 002 002 002] 0,01 [-0,09[-0,18
Generali OFE | —0,74 | 0,01 | 034 | 0,02 | -0,14 | 0,09 | —0,07 | 0,02 | 0,02
ING OFE ~0,86 | -0,52 | 0,01 | 020 ] 006 ] 000 |-0,05|-0,13 | -0,19
Nordea OFE 0,90 | 0,40 | 0,56 | 0,04 | -0,07 | —0,14 | —0,19 | 022 | —0,18
Pekao OFE 047 | 081 ] 067 016 |-0,18 | 0,25 -032 | -028 | -0,11
PROBP Ban- 1201 951 | —026 | 0,09 | 005| 008 | 005| 007 | 002
kowy OFE
OFE Pocztylion | —0,15 | 0,98 | 047 | —0,02 | 0,25 | 0,17 | 0,11 | —0,04 | 0,01
OFE POLSAT | -0,82 | 0,18 | 0,75 | 0,44 | —0,19 | -0,30 | —0.46 | 0,43 | —0,26
OFE PZU.ZIota | 53 | 0,11 | -0,19 | -0.07 | 0,05 | -0.02 | 0,07 | 022 | 027
Jesien
OFE WARTA 285 | 027 039 ] 0,13 -0,12|-0,13 | -025 | -0,23 | -0,13

Pogrubiong czcionka oznaczono wartosci WSM, ktére wskazuja na istotny poziom zjawiska

selektywnosci.
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Na podstawie tabeli 2 mozna stwierdzi¢, ze jedynie w przypadku naj-
mtodszych grup wiekowych wystepuje zjawisko selektywnosci. Osoby w wieku
ponizej 20 lat zdecydowanie czeSciej wybieraty takie fundusze, jak Allianz
Polska OFE oraz OFE Warta, natomiast nie byly sktonne zaufa¢ Nordea OFE,
PKO PB Bankowy OFE. Dla pozostatych grup wiekowych obliczone wartosci
WSM sa bliskie zeru, dlatego mozna mowi¢ o braku selektywno$ci cztonkow
OFE w tych grupach wiekowych.

2.4. Wyniki klasyfikacji OFE

W tej czeSci opracowania dokonano klasyfikacji OFE ze wzgledu na od-
setek ich cztonkow w 2009 roku (dane zawiera tabela 3).

Tabela 3
Odsetek cztonkéw OFE wedtug wieku w 2009 roku
Wiek
OFE* 17 51

i mniej 18-20 | 21-25 | 26-30 | 31-35 | 36-40 | 41-45 | 46-50 i wiecej
AEGON 0,006 | 0,017 | 0,087 | 0,207 | 0,201 | 0,152 | 0,111 | 0,108 | 0,111
Allianz 0,035 | 0,093 | 0,144 | 0,168 | 0,170 | 0,135 | 0,096 | 0,084 | 0,074
Amplico 0,001 | 0,018 | 0,167 | 0,187 | 0,169 | 0,140 | 0,107 | 0,106 | 0,105
Aviva 0,008 | 0,026 | 0,092 | 0,153 | 0,213 | 0,181 | 0,128 | 0,112 | 0,087
AXA 0,003 | 0,030 | 0,152 | 0,202 | 0,191 | 0,154 | 0,108 | 0,090 | 0,071
Generali 0,001 | 0,025 | 0,189 | 0,203 | 0,160 | 0,138 | 0,099 | 0,097 | 0,088
ING 0,001 | 0,012 | 0,142 | 0,238 | 0,199 | 0,151 | 0,101 | 0,086 | 0,070
Nordea 0,000 | 0,035 | 0,220 | 0,207 | 0,173 | 0,130 | 0,086 | 0,077 | 0,071
Pekao 0,003 | 0,046 | 0,236 | 0,231 | 0,153 | 0,112 | 0,072 | 0,071 | 0,077
Bankowy 0,002 | 0,012 | 0,105 | 0,216 | 0,196 | 0,164 | 0,112 | 0,106 | 0,088
Pocztylion | 0,004 | 0,050 | 0,207 | 0,194 | 0,141 | 0,125 | 0,095 | 0,095 | 0,087
OFE 0,001 | 0,030 | 0,247 | 0,287 | 0,152 | 0,106 | 0,057 | 0,057 | 0,064
PZU 0,008 | 0,022 | 0,114 | 0,185 | 0,179 | 0,147 | 0,114 | 0,121 | 0,109
WARTA 0,020 | 0,032 | 0,197 | 0,224 | 0,164 | 0,131 | 0,080 | 0,077 | 0,075

* W tabeli 3 i w dalszej czgéci opracowania zastosowano skrotowe nazwy funduszy.

Zrédlo: Obliczenia wiasne na podstawie danych KNF.

Klasyfikacji poddano fundusze ze wzgledu na strukture wiekowa czion-
kow, wykorzystujac metody hierarchiczne: Warda, petnego wigzania i §rednich
potaczen. Po zastosowaniu wymienionych metod z uzyciem odlegtosci euklide-
sowej otrzymano podobne wyniki klasyfikacji, na podstawie ktérych mozna
wyrdzni¢ cztery klastry funduszy (przykladowo zamieszczono dendrogram dla
metody $rednich potaczen — rysunek 12).
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Rys. 12. Dendrogram OFE ze wzgledu na strukture wiekowa

Skupienie 1 tworza fundusze: Aegon, Aviva, Axa, ING, Bankowy, PZU.
Jest to grupa funduszy, ktére maja najwiecej cztonkow w wieku powyzej 26 lat.
Skupienie 2 tworza fundusze: Amplico, Generali, Nordea, Pekao, Pocztylion,
Warta. Sg to fundusze, ktére maja najwigcej cztonkow w wieku 21-30 lat.
Osobne skupienia tworza Allianz oraz Polsat. W przypadku pierwszego fun-
duszu najwiecej jest klientéw bardzo mtodych, od 17 lat, i mniej do 20 lat. Na-
tomiast Polsat jest funduszem majacym ekstremalnie najwigcej czlonkow
w wieku 21-25 lat, a najmniej po 35 roku zycia. Uzyskane wyniki klasyfikacji
potwierdza rowniez wykres $rednich udziatéw cztonkdéw w danej grupie wie-

kowej (rysunek

0,350
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Rys. 13. Wykres $rednich udziatow cztonkéw w danej grupie wiekowe;j
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Podsumowanie

Struktura klientow Otwartych Funduszy Emerytalnych jest zr6znicowana
zaréwno pod wzgledem pfci, jak 1 wieku. W okresie badania liczba cztonkow
OFE wzrastata z roku na rok, przy czym srednioroczne tempo zmian dla kobiet
jest wieksze niz dla mezczyzn, co wyplyneto na zmniejszenie wskaznika
maskulinizacji z 113,8 do 110,6 mezczyzn przypadajacych na 100 kobiet.
Struktura wedlug pftci jest r6zna w poszczegélnych funduszach emerytalnych.
Mozna wyrézni¢ fundusze znacznie zmaskulinizowane oraz takie, w ktorych
zachodzila rownowaga w strukturze plci. Na podstawie obliczonych wskaz-
nikow selektywnos$ci mozna mowic, iz okreslona ple¢ oraz wiek maja wptyw na
wybor funduszu emerytalnego. Potwierdzeniem moga by¢ osoby mtode, ktdre
byly bardziej sklonne wybra¢ Allianz Polska OFE oraz OFE Warta, niz przy-
stapi¢ do funduszu Nordea OFE czy PKO PB Bankowy OFE.

Przeprowadzona klasyfikacja ujawnita zréznicowanie OFE ze wzgledu na
strukture demograficzng cztonkéw. Mozna wyrdzni¢ dwie zasadnicze grupy
funduszy. Pierwsza tworza osoby w wieku 21-30 lat, druga osoby powyzej 31
lat. Istniejg dwa fundusze odstajace od tych grup, chociaz w podobny sposob
charakteryzowane. Mianowicie OFE Polsat ma najwigksza liczbe klientow
w wieku 21-30, a najmniejsza w wieku powyzej 36 lat. Drugim funduszem
wyrdzniajacym si¢ jest Allianz, ktory ma najwigcej cztonkdéw najmtodszych,
w wieku od 17 lat, i mniej w wieku do 20 lat.
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THE STATISTICAL ANALYZE OF THE OPEN PENSIONS FUNDS
MEMBERS DEMOGRAPHICAL STRUCTURE

Summary

One of the important issues to be considered in assessing the activities of the pension fund
and its market position, is the number of pension members. It depends on many factors, including
the number of people entering the labor market, the number of transfers carried out, the results
of draws, salesmen activity, mergers and acquisitions made by other funds. The aim of this paper
is a statistical description of the demographic structure of the members of the Open Pension
Funds. To analyze changes in the demographic structure of OFE members selected indicators
of demographic statistics were used. Moreover an analysis of patterns of selectivity and
classification of funds in terms of structure members according to different age groups were
performed.



Grazyna Trzpiot
Joanna Tomanek

SZACOWANIE STRUKTURY TERMINOWE)]
STOP PROCENTOWYCH

Wprowadzenie

Stopa procentowa jest miernikiem przychodu przystugujacego posiada-
czowi kapitatu z racji udostepniania go innym. Jest to jeden z wazniejszych
czynnikéw ekonomicznych. Decyduje o popycie na kapitat oraz jego podazy na
danym rynku. Moze by¢ przedmiotem manipulacji jako czynnik wplywajacy na
koniunkture. Od czasu, gdy zostalo uznane znaczenie stopy procentowej dla
wzrostu gospodarczego, jest ona zasadniczym elementem polityki pienigznej.
Informacja o strukturze terminowej stop procentowych jest wazna z punktu
widzenia podejmowania decyzji inwestycyjnych, finansowania i zarzadzania ry-
zykiem stopy procentowej. Niniejszy artykul ma na celu przedstawienie pod-
stawowych modeli przyblizajacych strukturg terminowa stop procentowych
w aspekcie aproksymacji krzywej dochodowosci.

1. Podstawowe pojecia

W pierwszej kolejnosci zostanag przedstawione: pojecie struktury termi-
nowej stop procentowych oraz rodzaje stop procentowych podlegajacych mo-
delowaniu.

Struktura terminowa stop procentowych opisuje relacje pomiedzy pozio-
mami dochodowosci instrumentéw a czasem pozostatym w danej chwili do ich
wykupu. Jezeli przyjmie si¢, Ze jest znana obecna rynkowa cena zerokuponowe;j
obligacji P, a C to kwota, ktora zostanie wyptacona posiadaczowi obligacji
w chwili t, to wykorzystujac dyskonto sktadane z kapitalizacja co jednostke
czasu, mozna obliczy¢ stope procentowg na okres t (Kliber, 2009):

p-_ ¢
(1+r(@)

gdzie funkcja r(t) okresla stope procentowa za okres od chwili obecnej do t i jest
nazywana strukturg terminowg stop spot.

(1)
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Zagadnienie struktury terminowej stop procentowych (ang. term structure
of interest rates) jest rOwniez zwane zagadnieniem krzywej dochodowosci lub
krzywej stopy dochodu (yield curve). Modele struktury terminowej stop procen-
towych sg wykorzystywane w wielu innych zagadnieniach teoretycznych (np.
wycena instrumentow dtuznych i instrumentow pochodnych na stope procento-
wa). Znajomo$¢ struktury terminowej stop procentowych ma takze praktyczne
znaczenie. Pozwala na podejmowanie efektywnych decyzji dotyczacych inwes-
towania, finansowania i zarzadzania ryzykiem stopy procentowe;.

Przeglad podstawowych stop procentowych podlegajacych modelowaniu
przedstawili w literaturze polskiej m.in. Piontek (1999), Jajuga (2005), Kliber
(2009). Punktem wyjs$cia w analizie stop procentowych jest stopa spot, zwana
inaczej natychmiastowa. Stopy spot to biezace stopy procentowe, tj. stopy dla
okres6w zaczynajacych sie teraz i konczacych si¢ w danym momencie w przy-
sztoéci. Dla inwestycji o naktadzie poczatkowym P, rozpoczynajacej si¢ dzisiaj
i trwajacej t dni (w przypadku rynku pieni¢znego) lub n lat (na rynku kapitato-
wym), osiggajacej wartos¢ koncowa FV oraz nieprzynoszacej zadnych innych
przeptywow pienieznych, stope spot mozna zapisa¢ nastepujaco:

_FV-P T

2 (2)
P t
gdzie:
t — liczba dni trwania inwestycji,
T —umowna liczba dni w roku,
lub:
1
P il (3)
P
gdzie:

n — liczba lat trwania inwestycji.

Stopa terminowa (forward) reprezentuje oprocentowanie pozyczki do-
tyczace okresu rozpoczynajgcego si¢ w przysztosci i trwajacego pewien czas.
Formalnie stopa terminowa dotyczaca okresu rozpoczynajacego si¢ obecnie
(chwila zerowa) jest stopa spot. Wedtug Jajugi (2005), biorac pod uwage spe-
cyfike odpowiednio rynku pieni¢znego i kapitalowego, stope forward zapisuje
si¢ nastepujaco:
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L+7,
foo=|—T 4 |.T @)
1+ L Y
gdzie:
f,., — stopa terminowa v-dniowa za s dni,
r, — stopa spot s-dniowa,
r,, — stopa spot m-dniowa (m=s +v),
T —umowna liczba dni w roku,
lub:
1
fi, = d+n)" 1l (3)
RS
gdzie:

f., — stopa terminowa v-letnia za s lat,

7. — stopa spot s-letnia,

N

7 — stopa spot m-letnia (m =s + v).

m

Najczesciej rozpatrywanymi stopami terminowymi w przypadku inwe-
stycji dlugoterminowej sa stopy roczne, oznaczane jako f; Stopy forward moz-
na bezposrednio wyznaczy¢ na podstawie kontraktow FRA (Forward Rate
Agreement), czyli kontraktow, w ktérych jedna strona zobowiazuje si¢ pozy-
czy¢ drugiej okreslong kwote pieniedzy na pewien okres w przysztosci o usta-
lonej wczesniej stopie procentowej. Jednak trudno$¢ moze przysporzy¢ zgro-
madzenie odpowiedniego zbioru informacji o tego typu kontraktach, w zwiazku
Z czym stopy te wyznacza si¢ na podstawie struktury terminowej stop spot.

Kolejnym typem stopy procentowej jest chwilowa stopa procentowa
(ang. instantaneous interest rate), nazywana takze stopg krotkoterminowa (short
rate). Odpowiada ona oprocentowaniu pozyczki rozpoczetej dzisiaj i trwajace;j
przez dowolnie krotki okres, co zapisuje si¢ jako:

r(f) =limr, (6)

Chwilowa stopa terminowa (ang. instantaneous forward rate) odpowiada
natomiast stopie pozyczki zakontraktowanej w danej chwili oraz rozpoczynaja-
cej sig w momencie s i zwracanej chwile potem:
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fGs,t)=limr, (7)

Chwilowa stopa terminowa wyznaczona dla chwili obecnej (czyli okresu
zerowego) jest stopa natychmiastowa spot. Struktura terminowa cen spot jedno-
znacznie okres$la strukturg terminowa stop forward. Prawdziwa jest takze za-
lezno$¢ odwrotna — struktura terminowa forward jednoznacznie okresla struk-
ture terminowa spot, co mozna zapisa¢ za pomoca nastepujacej zaleznosci
(Piontek, 1999):

1 t
= ! £(0,5)ds (8)

Po zrozniczkowaniu obu stron jest mozliwe wyznaczenie chwilowych stop
forward:

fO0,0)=r@)+t-r'(2) )]

2. Podstawa szacowania stop procentowych

W praktyce wlasciwie zadna stopa procentowa nie jest obserwowana
bezposrednio. Do okreslenia stop spot, a nastepnie na ich podstawie stop for-
ward sa wykorzystywane stopy procentowe obserwowane na rynku. W przy-
padku okresow krotszych niz rok wykorzystuje sie stopy rynku miedzybanko-
wego, stopy rentownosci bonow skarbowych, stopy transakcji repo na rynku
pieni¢znym i stopy kontraktow swap. W przypadku dluzszych okresow glow-
nym zrodlem informacji sa stopy dochodu obligacji. Pewnym przyblizeniem
chwilowej stopy natychmiastowej jest stopa jednodniowa typu overnight okres-
lana na rynku migdzybankowym.

Struktura terminowa jest najczeséciej odnoszona do skarbowych papierow
wartosciowych. Decyduje o tym fakt, ze przedsiebiorstwa nie s3 homogeniczne.
Ponadto skarbowe papiery wartosciowe sg czesto traktowane jako papiery wol-
ne od ryzyka (z tego powodu ich cena zalezy wytacznie od zréznicowania stop
procentowych).

Stopy dochodu obligacji zerokuponowych bezposrednio determinuja sto-
py spot. Jednak stopy otrzymywane na podstawie obligacji kuponowych (przy-
noszacych okresowe odsetki) musza by¢ odpowiednio transformowane w celu
uzyskania stop spot. W przypadku obligacji kuponowych mozna mowic o cenie
czystej, niezawierajacej narostych odsetek, oraz o cenie brudnej, ktora zawiera
odsetki naroste od ostatniej ptatnosci (inaczej nazywanej ceng rozliczeniows).
Cene brudng oblicza si¢ jako sume kursu obligacji pomnozonego przez warto$¢
nominalng oraz narostych odsetek. Kurs obligacji wyraza si¢ zwykle jako pro-
cent warto$ci nominalne;.
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Na GPW sg notowane obligacje skarbowe, komunalne i korporacyjne.
Wisrdd obligacji skarbowych sg dostepne obligacje dwuletnie, trzyletnie, piecio-
letnie oraz dziesigcioletnie. Obligacje dwuletnie sg zerokuponowe, co oznacza,
ze sg sprzedawane z dyskontem i w momencie wykupu inwestorowi jest zwra-
cana warto$¢ nominalna. Nazwy dwuletnich obligacji zerokuponowych rozpo-
czynaja si¢ od znakéw OK. Obligacje trzyletnie sa oprocentowane wedlug
zmiennej stopy procentowej opartej na rentownosci trzynastotygodniowych
bonoéw skarbowych uzyskanych na ostatnich przetargach. Odsetki od tych obli-
gacji sg placone w okresach kwartalnych (luty, maj, sierpien, listopad). Nazwy
trzyletnich obligacji o zmiennym oprocentowaniu rozpoczynaja si¢ od znakow
TZ. Obligacje piecioletnie majg state oprocentowanie. Odsetki sg wyplacane
rocznie. Profil tej obligacji okreslajg znaki SP lub PS. Obligacje dziesigcioletnie
moga mie¢ stale lub zmienne oprocentowanie o okresie wyptaty odsetek row-
nym jeden rok. Obligacje dziesigcioletnie o oprocentowaniu stalym maja
w swojej nazwie DS, natomiast o oprocentowaniu zmiennym — DZ. W przy-
padku wszystkich notowanych obligacji cztery ostatnie znaki w nazwie ozna-
czaja miesiac i rok wykupu. Przyktadowo obligacja OK1012 ma termin wykupu
25 pazdziernika 2012. Informacje o notowanych obligacjach sa dostgpne
na stronie internetowej GPW (http:// www.gpw.pl/zrodla/gpw/spws/pol/oblg
napl.html).

3. Krzywa dochodowosci

Krzywa dochodowosci jest graficzng prezentacja terminowej struktury
stop procentowych. Wyznacza si¢ ja za pomocg pewnej funkcji przyblizajacej
dane empiryczne (stopy dochodu dla pewnych okreséw). W rezultacie jest moz-
liwe okreslenie stop dochodu odpowiadajacych dowolnym okresom. Wymaga
si¢, aby wyestymowana krzywa dochodowos$ci byla dobrze dopasowana do
danych oraz dostatecznie gtadka. Wymaganiem minimalnym dla krzywej do-
chodowosci jest ciggtos¢. Ponadto, aby mozliwe byto otrzymanie struktury ter-
minowej stop forward, struktura stop spot, zgodnie ze wzorem 9, powinna by¢
rézniczkowalna.

Modele aproksymacji krzywej dochodowosci polegaja na wyznaczeniu
pewnej funkcji na podstawie danych empirycznych (stopy dochodu dla pew-
nych okresow). W rezultacie funkcja powinna umozliwia¢ okreslenie stop do-
chodu odpowiadajacych dowolnym okresom. Mozna wyr6zni¢ trzy podstawo-
we rodzaje modeli estymacji krzywej dochodowosci:

— bezposrednie,

— aproksymacji segmentowej,

— funkcji sklejanych,

— aproksymacji catej krzywej dochodowosci.
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Modele bezposrednie polegaja na wyznaczeniu stop spot (zerokupono-
wych) na podstawie stop dochodu obligacji kuponowych poprzez rozwigzanie
roéwnania:

Yy (10)
o (Lvn) T (+YTM)
gdzie po lewej stronie roOwnania wystepuja nieznane stopy spot, a po prawej
znane stopy dochodu obligacji kuponowych (Jajuga, 2005). Metoda ta opiera
si¢ na spostrzezeniu, ze obligacja kuponowa moze by¢ potraktowana jako port-
fel obligacji bezkuponowych. Probe wyznaczenia krzywej rentownosci dla ryn-
ku polskiego na podstawie notowan obligacji o statym oprocentowaniu przed-
stawit Piontek (1999).

Modele aproksymacji segmentowej polegaja na podziale przedziatu cza-
sowego na kilka segmentow, a nastepnie konstrukcji standardowa metoda inter-
polacji krzywej dochodowosci na podstawie danych empirycznych dla kazdego
segmentu (tzw. metoda funkcji sklejanych — ang. splines) (Zivot, Wang, 2001).
Najczgsciej dokonuje si¢ podziatu na trzy segmenty odpowiadajace odpowied-
nio stopom krotkoterminowym (1 dzien-1 rok), $rednioterminowym (1-10 lat)
oraz dlugoterminowym (powyzej 10 lat). Jako funkcje aproksymujace naj-
czesciej stosuje sie wielomiany lub funkcje wyktadnicze. Koncepcja tego mo-
delu zostala zaproponowana jeszcze w latach siedemdziesiatych w pracach
McCulloch (1971, 1975).

Metoda funkcji sklejanych pozwala na dopasowanie prawie kazdego
przebiegu struktury terminowe;j. Jest stosunkowo prosta do zastosowania (esty-
macja opiera si¢ na regresji liniowej). Jej wada jest duza wrazliwo$¢ na sposob
rozmieszczenia weztdw i ich przyjeta liczbeg. Inng wada jest brak podstaw teore-
tycznych. Otrzymane ta metoda krzywe przebiegu struktury stop terminowych
moga jednak znacznie odbiega¢ od oczekiwanych na podstawie teorii finansow
(Kliber, 2009).

Innym podejéciem modelowania stop procentowych jest aproksymacja
catej krzywej dochodowo$ci poprzez estymacje pewnej funkcji opisujace]
wszystkie stopy procentowe, przy czym parametry tej funkcji maja praktyczng
interpretacj¢. Najwicksza popularno$¢ zdobyly dwa modele: Nelsona-Siegela
(Nelson, Siegel, 1987) oraz Svenssona (Svensson, 1994).

Model Nelsona-Siegela opisuje funkcyjna zalezno$¢ pomigdzy czasem
zapadalnosci a poziomem stopy terminowej. Model ten bazuje na chwilowej
stopie procentowej i kapitalizacji cigglej. Punktem wyjscia modelu jest stopa
terminowa dla depozytéw jednodniowych wyrazona nastepujaco:

SO=B+5 exp[_é]"ﬁz%exp{_g} (11)
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Po scatkowaniu otrzymano:

1—exp(t/7)

n=By+ (B + b)) e

- B,exp(t/7) (12)

Model ten obejmuje trzy komponenty okreslajace potozenie i ksztalt
krzywej dochodowos$ci w danym przedziale czasowym zapadalnosci instrumen-
tow finansowych: dlugoterminowy f,, $rednioterminowy ﬂll—ex/ﬂ

t/'t
1—exp(t/7)
t't
stopa procentowa instrumentu o bardzo dlugim terminie zapadalno$ci (dazacym
do nieskonczono$ci) dazy do wartosci okreslanej przez parametr [, jest on

oraz krotkoterminowy ,6’2[ —exp(—t/r)j. Ze wzgledu na fakt, ze

interpretowany jako stopa, do ktorej w diugim okresie daza wszystkie inne.
Natomiast w bardzo kréotkim okresie (gdy termin zapadalnosci dazy do zera)
otrzymano warto$¢ (/3 + f3,), ktora jest interpretowana jako nieskonczenie

krotka stopa natychmiastowa, czyli, w praktyce, jako biezaca stopa oprocento-
wania lokaty overnight.

Relacja (f,/f,) determinuje punkt ekstremalny krzywej r(t). Funkcja
moze mie¢ najwyzej jedno ekstremum i posiada je, gdy wartos¢ bezwzgledna
parametru £, jest mniejsza od wartosci bezwzglednej f,. Natomiast znak pa-
rametru [, okresla charakter tego ekstremum: znak ujemny oznacza minimum,
a dodatni znak S, odpowiada za osiaganie przez krzywa r(t) maksimum. Pa-

rametr 7 determinuje natomiast warto$¢ czasu zapadalnosci, w ktorym jest
osiggane ekstremum funkcji r(t) (Swigton, 2002).

Parametry modelu mozna szacowac np. nieliniowa metoda najmniejszych
kwadratéw. Znajac rynkowe ceny obligacji, wartosci parametréw dobiera si¢
tak, aby zminimalizowa¢ sume kwadratow r6éznic miedzy cenami rynkowymi a
teoretycznymi. Do rozwigzania zadania stosuje si¢ metody numeryczne. Istotng
kwestig jest tutaj jednak okreslenie punktu startowego, przy czym pomocne sg
interpretacje parametrow funkcji (Kliber, 2009).

Model Svenssona jest rozwinigciem modelu Nelsona-Siegela. Pozwala na
wieksza elastycznos¢ w modelowaniu krzywej dzieki dwoém dodatkowym pa-
rametrom:

fO=5+5 exp{— L} + 5, Lexp{— i} + 55 Lexp{— L} (13)
7 7 3] &)

7
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Rozszerzenie to powoduje, ze w modelu Svenssona struktura terminowa
stop procentowych moze mie¢ dwa ,,garby”. O ich potozeniu decydujg para-
metry 7, oraz 7,,a f, i f,0 tym, czy ma si¢ do czynienia z minimum, czy
maksimum. Pozostale parametry sg interpretowane jak w modelu Nelsona-
-Siegela. Proces estymacji wyglada wigc bardzo podobnie.

Banki centralne w krajach o dojrzalym rynku kapitalowym publikuja
swoje oszacowania krzywej dochodowosci. Przyktadowo we Wtoszech i Fin-
landii jest stosowany model Nelsona-Siegla, a w Hiszpanii, Kanadzie, Niem-
czech, Norwegii i Szwajcarii — model Svenssona. W Belgii i Francji korzysta
si¢ natomiast z obu modeléw: Nelsona-Siegla i Svenssona. W takich krajach,
jak Szwecja, USA, Wielka Brytania czy Japonia, jest wykorzystywana metoda
funkcji sklejanych (Kliber, 2009). W Polsce jak dotad Narodowy Bank Polski
nie opublikowal oszacowan struktury terminowe;j.

4. Przyktad aproksymacji krzywej dochodowosci — model
Svenssona

Do estymacji krzywej dochodowos$ci wykorzystano dane na temat obli-
gacji skarbowych krajow strefy euro o ratingu AAA, publikowane na stronie
Europejskiego Banku Centralnego (http://www.ecb.europa.eu/stats/money/yc/
html/index.en.html). Obliczenia przeprowadzono w pakiecie statystycznym R
(www.r-project.org), wykorzystujac biblioteke ,,YieldCurve”.

Wyniki oszacowania parametrow modelu Svenssona na dzien 24 lipca
2009 roku zamieszono w tabeli 1.

Tabela 1
Oszacowanie parametréw modelu Svenssona
Parametr By )] 5 B g P
Wartos¢ 4,468 4,170 4,520 4,768 2,231 4,461
parametru

Rysunek 1 przedstawia krzywa dochodowosci dla dnia 24 lipca 2009 ro-
ku wedtug modelu Svenssona. Mozna zauwazy¢, ze model stosunkowo dobrze
odzwierciedla krzywa dochodowosci przy krotszych terminach wykupu. Gorsze
dopasowanie uzyskano dla okresow zapadalno$ci zblizajacych si¢ do 30 lat.
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Krzywa dochodowosci (Svensson)

Stopa procentowa (%]

——  Empiryczna krzywa dochodowosci
——  Teoretyczna krzywa dochodowosc
T T T T T T T

0 5 10 15 20 25 30

Termin wykupu [lata]

Rys. 1. Krzywa dochodowosci wedlug modelu Svenssona

Podsumowanie

Zagadnienie struktury terminowej stop procentowych jest istotnym pro-
blemem o charakterze teoretycznym i praktycznym. Wtlasciwe rozpoznanie
krzywej dochodowosci ma fundamentalne znaczenie w sferze ekonomii 1 fi-
nansow. Opisane modele estymacji krzywej dochodowosci pozwalaja na przy-
blizenie struktury terminowej stop procentowych i lepsze zrozumienie jej istoty.
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YIELD CURVE ESTIMATION PROBLEM
Summary

In paper we describe a problem of yield curve estimation. The purpose was comparing the
two most common models: Nelson-Siegel model and Svensson model. Svensson model
is a modification of Nelson-Siegel model. This model have the better properties of estimators
so the better properties of model. We applied Svensson model for empirical data.
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