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Zagadnienie transportowe – zadania 

Zadanie 15A  

Rozpatrujemy zbilansowany problem transportowy o trzech dostawcach i czterech 

odbiorcach, dla którego koszty przewozu oraz podaż i popyt wszystkich zainteresowanych 

przewozem stron podano w tablicy 15A.1.  

Tablica 15A.1.  

Dostawcy Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4  

1 13 25 33 17 500 

2 29 19 40 26 700 

3 15 35 24 19 600 

Popyt 400 400 700 300  

 
Zbudować model matematyczny zadania.  

 

Rozwiązanie  

 

Opis zmiennych decyzyjnych  

x11 – planowana wielkość przewozu towaru od pierwszego dostawcy do pierwszego odbiorcy,  

x12 – planowana wielkość przewozu towaru od pierwszego dostawcy do drugiego odbiorcy,  

x13 – planowana wielkość przewozu towaru od pierwszego dostawcy do trzeciego  odbiorcy,  

x14 – planowana wielkość przewozu towaru od pierwszego dostawcy do czwartego  odbiorcy,  

x21 – planowana wielkość przewozu towaru od drugiego dostawcy do pierwszego odbiorcy,  

x22 – planowana wielkość przewozu towaru od drugiego dostawcy do drugiego odbiorcy, 

x23 – planowana wielkość przewozu towaru od drugiego dostawcy do trzeciego  odbiorcy,  

x24 – planowana wielkość przewozu towaru od drugiego dostawcy do czwartego  odbiorcy,  

x31 – planowana wielkość przewozu towaru od trzeciego dostawcy do pierwszego odbiorcy,  

x32 – planowana wielkość przewozu towaru od trzeciego dostawcy do drugiego odbiorcy,  

x33 – planowana wielkość przewozu towaru od trzeciego dostawcy do trzeciego  odbiorcy,  

x34 – planowana wielkość przewozu towaru od trzeciego dostawcy do czwartego  odbiorcy.  

Funkcja celu  

13𝑥11 + 25𝑥12 + 33𝑥13 + 17𝑥14 + 

+ 29𝑥21 + 19𝑥22 + 40𝑥23 + 26𝑥24 + 

+ 15𝑥31 + 35𝑥32 + 24𝑥33 + 19𝑥34 → 𝑚𝑖𝑛 

Ograniczenia  

Dostawca 1:  𝑥11 + 𝑥12 + 𝑥13 + 𝑥14 = 500  Odbiorca 1: 𝑥11 + 𝑥21 + 𝑥31 = 400 

Dostawca 2: 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 + 𝑥24 = 700   Odbiorca 2: 𝑥12 + 𝑥22 + 𝑥32 = 400  
Dostawca 3: 𝑥31 + 𝑥32 + 𝑥33 + 𝑥34 = 600  Odbiorca 3: 𝑥13 + 𝑥23 + 𝑥33 = 700  
        Odbiorca 4: 𝑥14 + 𝑥24 + 𝑥34 = 300 

 

Warunki nieujemności:  x11, x12, x13, x14, x21, x22, x23, x24, x31, x32, x33, x34 ≥ 0  
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Zadanie 16A  

Zapisać zadanie dualne do zadania transportowego. Jednostkowe koszty przewozu, podaż i 

popyt przedstawia tablica 16A.1.   

Tablica 16A.1  

Dostawcy Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4  

1 13 25 33 17 500 

2 29 19 40 26 700 

3 15 35 24 19 600 

Popyt 400 400 700 300  

 

Rozwiązanie   

Zadanie to jest kontynuacją zadania 15A. Sformułowany w tym zadaniu model 

matematyczny możemy zapisać w postaci macierzowej, zamieniając uprzednio zadanie 

minimalizacji na zadanie maksymalizacji. 

W zapisie macierzowym model decyzyjny rozpatrywanego zadania postać: 

𝑐𝑥 → 𝑚𝑎𝑥 

𝐴𝑥 = 𝑏 

𝑥 ≥ 0, 

gdzie 

𝑐 = [−13 −25 −33 −17 −29 −19 −40 −26 −15 −35 −24 −19] 

𝐴 =

[
 
 
 
 
 
 
1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1]

 
 
 
 
 
 

 

𝑏𝑇 = [500 700 600 400 400 700 300] 

Z twierdzeń o komplementarności wiadomo, że każdemu ograniczeniu w zadaniu prymalnym 

odpowiada zmienna decyzyjna w zadaniu dualnym.  

Zmienne dualne:  

u1 – zmienna odpowiadająca ograniczeniu dla pierwszego dostawcy,  

u2 – zmienna odpowiadająca ograniczeniu dla drugiego dostawcy,  

u3 – zmienna odpowiadająca ograniczeniu dla trzeciego dostawcy,  

v1 – zmienna odpowiadająca ograniczeniu dla pierwszego odbiorcy,   

v2 – zmienna odpowiadająca ograniczeniu dla drugiego odbiorcy,   
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v3 – zmienna odpowiadająca ograniczeniu dla trzeciego odbiorcy,   

v4 – zmienna odpowiadająca ograniczeniu dla czwartego odbiorcy.    

Stosując zasady tworzenia zadania dualnego, otrzymujemy: 

Funkcja celu:  

500𝑢1 + 700𝑢2 + 600𝑢3 + 400𝑣1 + 400𝑣2 + 700𝑣3 + 300𝑣4 → 𝑚𝑖𝑛. 

Warunki ograniczające:  

Z twierdzeń o komplementarności wiadomo, że każdej zmiennej w zadaniu prymalnym 

odpowiada ograniczenie w zadaniu dualnym.  

Zmienna x11:  𝑢1 + 𝑣1 ≥ −13, Zmienna x12:  𝑢1 + 𝑣2 ≥ −25,   

Zmienna x13:  𝑢1 + 𝑣3 ≥ −33, Zmienna x14:  𝑢1 + 𝑣4 ≥ −17 

Zmienna x21: 𝑢2 + 𝑣1 ≥ −29, Zmienna x22:  𝑢2 + 𝑣2 ≥ −19,  

Zmienna x23: 𝑢2 + 𝑣3 ≥ −40, Zmienna x24:   𝑢2 + 𝑣4 ≥ −26  

Zmienna x31:   𝑢3 + 𝑣1 ≥ −15, Zmienna x32:   𝑢3 + 𝑣2 ≥ −35,   

Zmienna x33:   𝑢3 + 𝑣3 ≥ −24, Zmienna x34:   𝑢3 + 𝑣4 ≥ −19 

Warunki nieujemności:  

Ponieważ wszystkie ograniczenia zadania prymalnego były ograniczeniami równościowymi 

(„=”), wszystkie zmienne 𝑢𝑖  oraz 𝑣𝑗  w zadaniu dualnym mogą przyjmować dowolne wartości  

 

Zadanie 17A   

Rozpatrujemy problem transportowy z trzema dostawcami i czterema odbiorcami, gdzie 

koszty przewozu oraz podaż i popyt podane są w tablicy 17A1.Wyznaczyć pierwsze 

rozwiązanie bazowe problemu transportowego metodą minimalnego elementu macierzy 

kosztów.   

Rozwiązanie  

Etap 1. W macierzy kosztów (tablica 17A.1)  identyfikujemy węzeł o najmniejszym koszcie i 

dla odpowiadającego jej dostawcy i odbiorcy planujemy maksymalny możliwy przewóz. W 

naszym zadaniu najniższy koszt równy 13 występuje dla przewozu między dostawcą 1 i 

odbiorcą 1 – węzeł (1, 1). Uzupełniamy macierz przewozu wpisując w węźle (1, 1) przewóz o 

wielkości 400 (tablica 2). W węzłach(2,1) oraz (3,1) wpisujemy wartość 0. Modyfikujemy 

podaż pierwszego dostawcy (500 – 400 = 11). Otrzymane wyniki zapisujemy w tablicy 

17A.2. Z dalszych rozważań eliminujemy odbiorcę 1. 

                                                Tablica 17A.1                             Tablica 17A.2   

Dostawcy Odbiorcy Podaż Dostawcy Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4 
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1 2 3 4 

1 13 25 33 17 500 

2 29 19 40 26 700 

3 15 35 24 19 600 

Popyt 400 400 700 300  
 

1 400    100 

2 0    700 

3 0    600 

Popyt 0 400 700 300  
 

 

Etap 2.  

Rozpatrujemy zmniejszoną macierz kosztów (tablica 17A.3). Nie uwzględniamy pierwszego 

odbiorcy, którego popyt został zaspokojony w poprzednim etapie. Dla pozostałych aktywnych 

uczestników zadania (zgłaszających niezerową podaż lub popyt) znajdujemy najniższy koszt, 

jest nim koszt 17 dla węzła (1, 4). W komórce (1, 4) macierzy przewozu planujemy 

maksymalny dopuszczalny dla dostawcy 1 i odbiorcy 4 przewóz, czyli 100. Taki plan 

eliminuje dostawcę 1 z dalszej analizy, gdyż zapewnia rozwóz całej jego podaży. Odbiorca 4 

zgłasza dalej popyt na zmniejszonym o 100 sztuk poziomie. Otrzymane wyniki wpisujemy do 

tablicy 17A.4.  

 

Tablica 17A.3                                Tablica17A. 4  

Dostawcy Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4 

1 13 25 33 17 100 

2 29 19 40 26 700 

3 15 35 24 19 600 

Popyt 0 400 700 300  
 

Dostawcy 

  

Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4 

1 400 0 0 100 0 

2 0    700 

3 0    600 

Popyt 0 400 700 200  
 

 

Etap 3. Rozpatrujemy zredukowaną macierz kosztów, przedstawioną w tablicy 17A.5. W 

macierzy kosztów znajdujemy kolejny najniższy koszt przewozu dla pozostałych, aktywnych 

uczestników planu przewozowego. Jest nim koszt 19 zidentyfikowany dla węzłów (2, 2) oraz 

(3, 4). Mając dowolność wyboru decydujemy się w iteracji 3 na zaplanowanie przewozu 

między dostawcą 2 i odbiorcą 2. Maksymalny możliwy przewóz wynika w tym przypadku z 

popytu odbiorcy 2 i wynosi 400 sztuk. Wpisujemy go do macierzy przewozu (tablica 17A.6) 

Odbiorca 2 przestaje być aktywnym  odbiorcą.  

          Tablica 17A. 5            Tablica 17A. 6  

Dostawcy Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4 

1 13 25 33 17 0 

2 29 19 40 26 700 

3 15 35 24 19 600 

Popyt 0 400 700 200  
 

Dostawcy Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4 

1 400 0 0 100 0 

2 0 400   300 

3 0 0   600 

Popyt 0 0 700 200  
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Etap 4. Rozpatrujemy kolejną zredukowana macierz kosztów, przedstawioną w tablicy 

17A.7. Z macierzy kosztów dla pozostałych aktywnych uczestników zadania wynika, iż 

najniższy koszt w wysokości 19 istnieje dla przewozu w węźle (3, 4). W czwartej iteracji 

planujemy zatem przewóz w węźle (3, 4). Wyniesie on 200 sztuk i wyeliminuje z dalszych 

rozważań odbiorcę 4. Uzupełniamy rozwiązanie początkowe (tablica 17A.8).  

Tablica 17A.7               Tablica 17A.8  

Dostawcy Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4 

1 13 25 33 17 0 

2 29 19 40 26 300 

3 15 35 24 19 600 

Popyt 0 0 700 200  
 

Dostawcy Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4 

1 400 0 0 100 0 

2 0 400  0 300 

3 0 0  200 400 

Popyt 0 0 700 0  
 

 

Etap 5. Z aktywnych uczestników w zadaniu pozostał jedynie odbiorca 3. Ponieważ zadanie 

jest zbilansowane, pozostałą podaż dostawców uzupełniamy w macierzy przewozu 

otrzymując pierwsze rozwiązanie dopuszczalne (Tablica 17A.9). 

Tablica 17A.9 

Dostawcy Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4 

1 400 0 0 100 0 

2 0 400 300 0 0 

3 0 0 400 200 0 

Popyt 0 0 0 0  

 

 

Zadanie 18A  

Rozpatrujemy zadanie, w którym macierz kosztów jednostkowych, popyt i podaż 

przedstawione są w tablicy 18A.1. Znaleźć rozwiązanie początkowe, stosując metodę VAM.  

Tablica 18A.1  

Dostawcy Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4  

1 80 64 42 28 160 

2 60 40 30 22 200 

3 52 28 46 34 40 

Popyt 80 120 90 110  

 

Rozwiązanie  
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Etap 1. Aby zidentyfikować pierwszy węzeł w planie przewozu dla każdego uczestnika 

problemu (każdej linii w macierzy kosztów) wyznaczamy różnice między dwoma 

najniższymi kosztami przewozu. Przykładowo, dla dostawcy 1 dwa najmniejsze koszty 

przewozu to 28 i 42, stąd różnica wyznaczona dla pierwszego wiersza macierzy wynosi 42 – 

28 = 14. Znalezione różnice przedstawiono w tablicy 18A.2.  

Tablica 18A.2 

Dostawcy Odbiorcy Różnica 

1 2 3 4 

1 80 64 42 28 14 

2 60 40 30 22 8 

3 52 28 46 34 6 

Różnica 8 12 12 6  

 

Największą różnicę kosztów znaleziono dla dostawcy 1, stąd przewóz planowany będzie 

najpierw dla tego dostawcy, w węźle o najniższym koszcie, tj. (1, 4). Maksymalny możliwy 

przewóz wynikający z podaży dostawcy 1 i popytu odbiorcy 4 wynosi 110 sztuk. Tę wartość 

wprowadzany do macierzy przewozu. Z przyjętego schematu przewozu wynika, iż odbiorca 4 

zrealizował już cały swój popyt, stąd dostawy od innych dostawców będą zerowe. Dostawca 1 

dysponować jeszcze będzie 50 sztukami wyrobu do rozwiezienia. Plan przewozu po pierwszej 

iteracji przedstawia tablica 18A.3.  

                                       Tablica 18A.3 

 Dostawcy Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4 

1    110 50 

2    0 200 

3    0 40 

Popyt 80 120 90 0  
 

 

Etap 2. Wyznaczamy nowe wartości różnic kosztów dla każdego aktywnego uczestnika 

problemu przewozu, nie biorąc pod uwagę kosztów nieaktywnego uczestnika (odbiorcy 4). 

Obliczone wartości wpisujemy do tablicy 18A.4.  

Tablica 18A.4  

Dostawcy Odbiorcy Różnica 

1 2 3 4 

1 80 64 42 28 22 

2 60 40 30 22 10 

3 52 28 46 34 18 

Różnica 8 12 12 -  
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Największą różnicę wyznaczono dla dostawcy 1, stąd w kolejnym kroku planowany będzie 

przewóz towaru od niego do odbiorcy o najniższym koszcie transportu, czyli odbiorcy 3 

(koszt 42). Z analizy podaży i popyty dla tych uczestników wynika, iż przewóz ten wyniesie 

50 sztuk. Dostawca 1 przestanie być dostawcą aktywnym (gdyż rozwiózł już cały wolumen 

stanowiący swoją podaż), a odbiorca 3 zgłaszać będzie dalsze zapotrzebowanie równe 90 – 50 

= 40. Wyznaczone wartości wpisujemy do tablicy 18A.5.  

                       Tablica 18A.5   

  

 Dostawcy Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4 

1 0 0 50 110 0 

2    0 200 

3    0 40 

Popyt 80 120 40 0  
 

 

Etap 3. Analiza różnic najniższych kosztów w trzeciej iteracji (tablica 18A.6)  nie obejmuje 

nieaktywnych uczestników, tj. wiersza 1 i kolumny 4 macierzy kosztów.  

Tablica 18A.6  

Dostawcy Odbiorcy Różnica 

1 2 3 4 

1 80 64 42 28 - 

2 60 40 30 22 10 

3 52 28 46 34 18 

Różnica 8 12 16 -  

 

Na tym etapie analizy największą różnicę obserwujemy w wierszu 3, stąd w kolejnym kroku 

planowany będzie przewóz w węźle o najniższym koszcie w wierszu 3 macierzy kosztów, tj. 

(3, 2). Z analizy podaży i popytu dostawcy 3 i odbiorcy 2 wynika, iż przewóz może wynieść 

40 i wyeliminuje on z listy aktywnych uczestników dostawcę 3 (tablica 18A.7). 

 

              Tablica 18A.7  

  

 Dostawcy Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4 

1 0 0 50 110 0 

2    0 200 

3 0 40 0 0 0 

Popyt 80 80 40 0  
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Etap 4. W związku z faktem, iż z aktywnych uczestników pozostał tylko jeden dostawca, a 

zadanie jest zbilansowane, musi on rozwieźć cały pozostały zapas do zgłaszających stosowny 

popyt odbiorców. Liczenie różnic kosztów nie jest już potrzebne, a macierz przewozu 

uzupełniamy brakującymi wartościami.(tablica 18A.8).   

     Tablica 18A.8 

Dostawcy Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4  

1 0 0 50 110 0 

2 80 80 40 0 0 

3 0 40 0 0 0 

Popyt 0 0 0 0  

 

 

Zadanie 19A   

W zbilansowanym problemie transportowym trzech dostawców zgłasza następującą podaż: 

500, 400 i 200, a czterech odbiorców popyt na poziomie: 200, 400, 200 i 300. Wyznaczyć 

rozwiązanie początkowe metodą kąta północno-zachodniego.  

Rozwiązanie  

Wyznaczenie początkowego planu przewozu metodą kąta północno-zachodniego nie wymaga 

posługiwania się macierzą kosztów. Przewóz uzupełniany jest zawsze w pierwszym pustym 

węźle macierzy przewozu, najbliższym lewemu, górnemu węzłowi tej macierzy – węzłowi (1, 

1) (wysuniętemu najbardziej na „północny-zachód” tej macierzy, gdyby potraktować ją jak 

geograficzną mapę).  

Etap 1.  W iteracji pierwszej cała macierz przewozu jest pusta, więc pierwszym węzłem jest 

(1, 1). Planujemy w nim maksymalny możliwy przewóz wynikający z podaży i popytu 

dostawcy 1 i odbiorcy 1, tj. 200. Ten przewóz realizuje całkowicie popyt odbiorcy 1, stąd 

pozostałe węzły w kolumnie 1 macierzy przewozu uzupełniamy zerami. Zrealizowany 

przewóz redukuje dostępną podaż dostawcy 1 (500 – 200) = 300 i sprawia, że odbiorca 1 

przestaje być aktywny (popyt 200 – 200 = 0). Wyniki zapisujemy w tablicy 19A.1.  

Etap 2. W drugiej iteracji pierwszy pusty węzeł macierzy wysunięty najbardziej na północny-

zachód jest węzeł (1, 2). Planujemy w niej więc przewóz 300, gdyż takie są maksymalne 

możliwości przewozowe dostawcy 1. Po dostawie 300 sztuk do odbiorcy 2 nie dysponuje już 

żadną ilością towaru, nie będzie zatem dostarczał niczego do odbiorców 3 i 4 i przestaje być 

aktywnym dostawcą. Odbiorca 1 w dalszym ciągu oczekiwać będzie dostawy 100 sztuk 

wyrobu (400 – 300 = 100) (tablica 19A.2).  

Tablica 19A.1               Tablica 19A.2  
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Dostawcy Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4 

1 200    300 

2 0    400 

3 0    200 

Popyt 0 400 200 300  
 

Dostawcy Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4 

1 200 300 0 0 0 

2 0    400 

3 0    200 

Popyt 0 100 200 300  
 

 

Etap 3. Po iteracji 2 węzłem pustym, najbardziej wysuniętym na północny-zachód jest węzeł 

(2, 2). Uzupełniamy w nim przewóz wynikający z popytu odbiorcy 2 (100) i usuwamy go z 

listy aktywnych odbiorców, redukując jednocześnie o 100 możliwości dostaw dostawcy 2 

(tablica 19A.3).  

Etap 4. Teraz lewy górny róg niewypełnionej macierzy przewozu znajduje się w węźle (2, 3). 

Maksymalny przewóz do zaplanowania w tym węźle wynika z popytu odbiorcy 3 i wynosi 

200. Bilansujemy dostępną podaż dostawcy 2 (300 – 200 = 100), który pozostanie aktywnym 

dostawcą w następnej iteracji (tablica 19A.4).         

                                                Tablica 19A.3                          Tablica 19A.4  

  

Dostawcy Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4 

1 200 300 0 0 0 

2 0 100   300 

3 0 0   200 

Popyt 0 0 200 300  
 

Dostawcy Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4 

1 200 300 0 0 0 

2 0 100 200  100 

3 0 0 0  200 

Popyt 0 0 0 300  
 

 

Etap 5. Pierwszym wolnym węzłem jest obecnie (2, 3). Maksymalny przewóz do 

zaplanowania wynika z podaży dostawcy 2 i wynosi 100. Redukuje to popyt odbiorcy 4 do 

200. Po jej uzupełnieniu jedynym pustym węzłem będzie (3,4) (tablica 19A.5)  

Etap 6. W związku z faktem, iż zadanie było zbilansowane. Przewóz zaplanowany w 

ostatnim wolnym węźle macierzy realizuje w pełni podaż i popyt ostatnich dwóch aktywnych 

uczestników zadania transportowego (tablica 19A.6)  

Tablica 19A.5               Tablica 19A.6  

  

Dostawcy Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4 

1 200 300 0 0 0 

2 0 100 200 100 0 

3 0 0 0  200 

Popyt 0 0 0 200  
 

Dostawcy Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4 

1 200 300 0 0 0 

2 0 100 200 100 0 

3 0 0 0 200 0 

Popyt 0 0 0 0  
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Zadanie 20A   

W tablicy 20A.1 dana jest macierz kosztów, a w tablicy 20A.2 - pewne rozwiązanie zadania 

transportowego. Znaleźć odpowiadającą mu wartość funkcji celu oraz sprawdzić, czy jest ono 

optymalne. Jeżeli nie, poprawić je zgodnie z algorytmem metody potencjałów.   

Tablica 20A.1  

Dostawcy Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4  

1 13 25 33 17 500 

2 29 19 40 26 700 

3 15 35 24 19 600 

Popyt 400 400 700 300  
 

Tablica 20A.2  

Dostawcy Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4  

1 400 0 0 100 0 

2 0 400 300 0 0 

3 0 0 400 200 0 

Popyt 0 0 0 0  
 

 

Rozwiązania.  

Koszt przewozu zidentyfikowany w rozwiązaniu początkowym można wyliczyć mnożąc 

wielkości przewozu razy koszty jednostkowe. Wyniesie on zatem: 

𝐾1 = 400 ∙ 13 + 100 ∙ 17 + 400 ∙ 19 + 300 ∙ 40 + 400 ∙ 24 + 200 ∙ 19 = 39900. 

Kryterium optymalności    

W rozwiązaniu optymalnym zadania dualnego ograniczenia odpowiadające wszystkim 

zmiennym wyznaczającym niezerowy przewóz powinny zostać spełnione jako równania. 

Mamy zatem:  

               dla węzła (1, 1): 𝑢1 + 𝑣1 + 13 = 0,  dla węzła (2, 3): 𝑢2 + 𝑣3 + 40 = 0, 

dla węzła (1, 4): 𝑢1 + 𝑣4 + 17 = 0,  dla węzła (3, 3): 𝑢3 + 𝑣3 + 24 = 0, 

dla węzła (2, 2): 𝑢2 + 𝑣2 + 19 = 0   dla węzła (3, 4): 𝑢3 + 𝑣4 + 19 = 0. 

Ograniczenia tworzą nieoznaczony układ równań, stąd aby go rozwiązać przyjmiemy, iż 

𝑢1 = 0 i podstawiamy do ograniczeń wyliczając w konsekwencji pozostałe wartości 

zmiennych: 

węzeł (1, 1): 0 + 𝑣1 + 13 = 0 → 𝑣1 = −13       węzeł (2, 3): 𝑢2 − 22 + 40 = 0 → 𝑢2 = −18 

węzeł (1, 4): 0 + 𝑣4 + 17 = 0 → 𝑣4 = −17       węzeł (3, 3): −2 + 𝑣3 + 24 = 0 → 𝑣3 = −2, 

węzeł (2, 2): −18 + 𝑣2 + 19 = 0 → 𝑣2 = −1    węzeł (3, 4): 𝑢3 − 17 + 19 = 0 → 𝑢3 = −2 

Macierz kosztów z uzupełnionymi wartościami zmiennych dualnych 𝑢𝑖 i 𝑣𝑗  przedstawia 

tablica 20A.3. Węzły bazowe, na podstawie których sformułowano ograniczenia zaznaczono 

gwiazdką. 

Tablica 20A.3 

Dostawcy Odbiorcy 𝑢𝑖 

1 2 3 4  

1 13* 25 33 17* 0 

2 29 19* 40* 26 –18 

3 15 35 24* 19* –2 

𝑣𝑗  –13 –1 –22 –17  

Na podstawie zmiennych dualnych wyznaczamy wskaźniki optymalności c’ij: 
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𝑐′12 = 𝑢1 + 𝑣2 + 𝑐12 ⇒ 0 − 1 + 25 = 24,     𝑐′24 = 𝑢2 + 𝑣4 + 𝑐24 ⇒ −18 − 17 + 26 = −9 

𝑐′13 = 𝑢1 + 𝑣3 + 𝑐13 ⇒ 0 − 22 + 33 = 11,         𝑐′31 = 𝑢3 + 𝑣1 + 𝑐31 ⇒ −2 − 13 + 15 = 0 
𝑐′21 = 𝑢2 + 𝑣1 + 𝑐21 ⇒ −18 − 13 + 29 = −2,   𝑐′32 = 𝑢3 + 𝑣2 + 𝑐32 ⇒ −2 − 1 + 35 = 32 

Znalezione wartości zapisujemy w tablicy 20A.4. 

Tablica 20A.4  

Dostawcy Odbiorcy 𝑢𝑖 

1 2 3 4  

1 0* 24 11 0* 0 

2 –2 0* 0* –9 –18 

3 0 32 0* 0* –2 

𝑣𝑗  –13 –1 –22 –17  

W macierzy znajdziemy ujemne wskaźniki optymalności, które świadczą o tym, iż 

rozpatrywane rozwiązanie nie jest optymalne i można je poprawić.  

Kryterium wejścia  

Największy spadek kosztów całkowitych zaobserwujemy planując przewóz w węźle (2, 4). 

Tak więc zmienną wprowadzaną do bazy jest x24.  

Kryterium wyjścia  

Budujemy cykl przewozu, korzystając ze zmiennych zidentyfikowanych jako bazowe. Cykl 

składa się z węzłów (2,4), (2,3) (3,3) i (3,4). Dzielimy go na dwa półcykle: dodatni - węzły 

(2,4) i (3,3) - oraz ujemny - węzły (2,3) i (3,4) (tablica 20A.5). Zmiennej opuszczającej bazę 

jest zmienna x34.    

Tablica 20A.5  

Dostawcy Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4  

1 400 0 0 100 0 

2 0 400 300– 0+ 0 

3 0 0 400+ 200– 0 

Popyt 0 0 0 0  

Przejście do rozwiązania bazowego sąsiedniego 

W tablicy 4 zaznaczono węzły macierzy przewozu biorące udział w cyklu, przy czym 

znakiem „+” zaznaczono te węzły, w których przewóz będzie zwiększany, a znakiem „–” te, 

w których będzie zmniejszany. Dodajemy zatem przewóz 200 do wszystkich węzłów 

oznaczonych znakiem „+”, a odejmujemy tę wartość w węzłach oznaczonych znakiem „–”. 

Mamy nowy plan przewozu, zamieszczony w tablicy 20A.6.  

Tablica 20A.6  

Dostawcy Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4  

1 400 0 0 100 0 
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2 0 400 100 200 0 

3 0 0 600 0 0 

Popyt 0 0 0 0  

 

Zadanie 21A  

W tablicy 21A.1 dany jest aktualny plan przewozu. Węzły bazowe oznaczono gwiazdkami. 

Znaleźć cykl i podzieli go na półcykle: dodatni i ujemy wiedząc, że w kolejnej iteracji metody 

potencjałów należy zaplanować przewóz w węźle (4, 1).   

Tablica 21A.1  

Dostawcy Odbiorcy 

1 2 3 4 5 

1 130* 120*  0 10*  0 

2 0 0  150*  0 0 

3 0 0 0 40*  150*  

4 0 0 100* 0 150*  

 

Rozwiązanie  

Węzeł (4, 1)  jest pierwszym węzłem w budowanym cyklu zmiany przewozu i oznaczamy go 

znakiem „+” informującym o tym, iż po znalezieniu cyklu spodziewamy się wzrostu 

wielkości przewozu w tym węźle (tablica 21A.2) :  

Tablica 21A.2  

Dostawcy Odbiorcy 

1 2 3 4 5 

1 130 120  0 10  0 

2 0 0  150  0 0 

3 0 0 0 40  150  

4 0+ 0 100 0 150  
 

Tablica 21A.3   

Dostawcy Odbiorcy 

1 2 3 4 5 

1 130 120  0 10  0 

2 0 0  150+ 0 0 

3 0 0 0 40  150  

4 0+ 0 100– 0 150  
 

 

Analizując wiersz 4 widać, iż zmniejszenie przewozu można byłoby zaplanować w węźle (4, 

3). To z kolei wymagałoby zbilansowania in plus (dodania przewozu) w innym węźle 

kolumny 3. Mamy tu do dyspozycji tylko jeden dodatkowy węzeł bazowy (2, 3) i w nim 

planujemy zwiększenie przewozu. To zwiększenie wymagałoby z kolei zmniejszenia 

przewozu w wybranym węźle bazowym wiersza 2. Niestety w wierszu 2 nie ma żadnych 

innych węzłów bazowych, stąd nie można będzie zbudować pełnego cyklu (tablica 21A.3). 

Rozpatrujemy zatem inną możliwość zbilansowania dodatkowego przewozu w węźle (4, 1) 

przez pomniejszenie przewozu w węźle (4, 5). Jest to możliwe, gdyż w kolumnie 5 istnieje 

inny węzeł bazowy (3, 5), w którym będzie można zbilansować przewóz odjęty w (4, 5) 

dodając brakującą różnicę (tablica 21A.4).   

Tablica 21A.4  Tablica 21A.5   

? ? 



 

13 
 

Dostawcy Odbiorcy 

1 2 3 4 5 

1 130 120  0 10  0 

2 0 0  150 0 0 

3 0 0 0 40  150+  

4 0+ 0 100 0 150–  
 

Dostawcy Odbiorcy 

1 2 3 4 5 

1 130 120  0 10  0 

2 0 0  150 0 0 

3 0 0 0 40–  150+  

4 0+ 0 100 0 150–  
 

Powstałą nadwyżkę w wierszu 3 zbilansujemy odejmując ją w innym węźle bazowym, tj. (3, 

4) – tablica 21A.5. To z kolei zrodzi niedobór, jeśli chodzi o realizację zapotrzebowania 

odbiorcy 4, którą zbilansujemy dodając brakującą ilość w innym węźle bazowym tej 

kolumny, tj. (1, 4) – tablica 21A.6.  

Tablica 21A. 6  

Dostawcy Odbiorcy 

1 2 3 4 5 

1 130 120  0 10+  0 

2 0 0  150 0 0 

3 0 0 0 40–  150+  

4 0+ 0 100 0 150–  
 

Tablica 21A. 7 

Dostawcy Odbiorcy 

1 2 3 4 5 

1 130 120–  0 10+  0 

2 0 0  150 0 0 

3 0 0 0 40–  150+  

4 0+ 0 100 0 150–  
 

 

Nadwyżka przewozu powstała obecnie w wierszu 1 wymagałaby realizacji dostaw od 

dostawcy 1 przewyższających jego podaż. Musi zatem zostać zbilansowana in minus w 

jednym z pozostałych węzłów bazowych. Próba bilansowania w węźle (1, 2) zakończy się 

porażką, gdyż wymagać będzie w następnym kroku zbilansowania in plus kolumny 2, a tam 

nie ma innego węzła bazowego (tablica 21A.7).  

Jedyną możliwością jest zatem odjęcie przewozu w drugim dostępnym węźle bazowym 

pierwszego wiersza, tj. (1, 1). Taka operacja jednocześnie bilansuje in minus dodatkowy 

przewóz zaplanowany w tej kolumnie w węźle (4, 1), który wynikał z analizy optymalności 

obecnego planu przewozu (Tablica 21A.8).  

Tablica 21A.8   

Dostawcy Odbiorcy 

1 2 3 4 5 

1 130– 120  0 10+  0 

2 0 0  150 0 0 

3 0 0 0 40–  150+  

4 0+ 0 100 0 150–  
 

 

 

Zbudowany w ten sposób cykl składa się z sześciu elementów. W półcyklu ujemnym 

odnajdujemy przewóz o najniższej wartości. Jest to przewóz równy 40 dla węzła (3, 4). Nowy 

plan przewozu uzyskujemy odejmując w półcyklu ujemnym wartość 40 i dodając ją do 

elementów tworzących półcykl dodatni. Przykładowo, w nowym planie przewozu węzeł (3, 

5) identyfikował będzie przewóz wielkości 150 + 40 = 190. Z kolei w węźle (1, 1 ) nowy 

przewóz wyniesie 130 – 40 = 90. Nowy plan przewozy przedstawia tablica 21A.9.  

                                                Tablica 21A.9 

? 



 

14 
 

Dostawcy Odbiorcy 

1 2 3 4 5 

1 90 120 0 50 0 

2 0 0 150 0 0 

3 0 0 0 0 190 

4 40 0 100 0 110 
 

 

Zadanie 22A  

a) W tablicy 22A.1 dane są jednostkowe koszty transportu wyrobów produkowanych przez 

cztery fabryki i transportowanych do pięciu centrów logistycznych. Znane są również ilości 

wyprodukowanych wyrobów przez każdą fabrykę (podaż) i aktualne możliwości 

magazynowe każdego centrum (popyt). 

 

Tablica 22A.1 

Dostawcy Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4 5 

1 75 56 62 84 70 300 

2 65 55 72 75 84 250 

3 50 62 74 77 45 430 

4 62 72 65 80 80 240 

Popyt 400 300 300 200 200  

 

Sprawdzić, czy opisany problem transportowy jest zbilansowany i w razie potrzeby dokonać 

bilansowania. 

Rozwiązanie: 

Suma podaży wszystkich dostawców wynosi: 300 + 250 + 430 + 240 = 1 220. Tymczasem 

suma potencjalnego popytu realizowanego przez odbiorców (centra logistyczne) jest większa 

i wynosi 400 + 300 + 300 + 200 + 200 = 1 400. Popyt przewyższa zatem podaż o  

1 400 – 1 220 = 180 sztuk. Zadanie nie jest zbilansowane i konieczne jest dodanie sztucznego 

dostawcy o podaży równej brakującym 180 sztukom (piąty wiersz macierzy 

kosztów/przewozu). Jako, że jest to fikcyjny dostawca zaprogramowany dla niego przewóz 

nie będzie w rzeczywistości realizowany, stąd koszty przewozu dla niego wynoszą 0 zł. Nową 

macierz kosztów dla zbilansowanego zadania przedstawiono w tablicy 22A.2. 

 

Tablica 22A.2  

Dostawcy Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4 5 

1 75 56 62 84 70 300 
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2 65 55 72 75 84 250 

3 50 62 74 77 45 430 

4 62 72 65 80 80 240 

5 0 0 0 0 0 180 

Popyt 400 300 300 200 200  

 

b) W tablicy 22A.2 dane są jednostkowe koszty transportu wyrobów produkowanych przez 

cztery fabryki i transportowanych do pięciu centrów logistycznych. Znane są również ilości 

wyprodukowanych wyrobów przez każdą fabrykę (podaż) i aktualne możliwości 

magazynowe każdego centrum (popyt). 

Tablica 22A.3  

Dostawcy Odbiorcy Podaż 

1 2 3 4 5 

1 75 56 62 84 70 300 

2 65 55 72 75 84 250 

3 50 62 74 77 45 430 

4 62 72 65 80 80 240 

Popyt 200 300 300 200 100  

 

Sprawdzić, czy opisany problem transportowy jest zbilansowany i w razie potrzeby dokonać 

bilansowania. 

Rozwiązanie: 

Suma podaży wszystkich dostawców wynosi: 300 + 250 + 430 + 240 = 1 220. Tymczasem 

suma potencjalnego popytu realizowanego przez odbiorców (centra logistyczne) jest mniejsza  

i wynosi 200 + 300 + 300 + 200 + 100 = 1 100. Podaż przewyższa popyt o  

1 220 – 1 100 = 120 sztuk. Zadanie nie jest zbilansowane i konieczne jest dodanie sztucznego 

odbiorcy o popycie równym brakującym 120 sztukom (szósta kolumna macierzy 

kosztów/przewozu). Jako, że jest to fikcyjny odbiorca zaprogramowany dla niego przewóz nie 

będzie w rzeczywistości realizowany, stąd koszty przewozu dla niego wynoszą 0 zł. Nową 

macierz kosztów dla zbilansowanego zadania przedstawiono w tablicy 22A.4. 

Tablica 22A.4 

Dostawcy Odbiorcy   Podaż 

1 2 3 4 5 6 

1 75 56 62 84 70 0 300 

2 65 55 72 75 84 0 250 

3 50 62 74 77 45 0 430 

4 62 72 65 80 80 0 240 

Popyt 200 300 300 200 100 120   
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Zadanie 23A  

System rowerów miejskich w pewnym mieście dysponuje 25 punktami wypożyczeń 

rozlokowanymi w różnych jego częściach. Po wiosennym okresie pracy zauważono, iż 

schemat wypożyczeń rowerów przez mieszkańców sprawia, iż część ze stacji regularnie 

odnotowuje deficyt zwrotów, podczas gdy w innych punktach oddawanych jest więcej 

rowerów, niż to wynika  pierwotnego rozlokowania na początek dnia. Firma zarządzająca 

systemem dokonuje zatem na koniec dnia relokacji rowerów, aby w żadnej ze stacji nie 

wystąpił ich niedobór, lub też niekomfortowa sytuacja związana z brakiem możliwości jego 

zwrotu (wszystkie elektrozamki w danym punkcie wypożyczeni zajęte). Analizując strukturę 

wypożyczeni zauważono, iż w ośmiu stacjach występuje problem niezbilansowania 

wypożyczeń i zwrotów. Dane dotyczące wypożyczeń oraz koszty transportu każdej sztuki 

roweru między stacjami przedstawiono w tablicy 23A.1.  

Tablica 23A.1  

Koszty przewozu i struktura wypożyczeń 

Stacje 1 2 3 4 5 6 7 8 Liczba  

wypożyczeń 

1 0 9 8 4 9 6 12 10 15 

2  0 17 12 9 5 4 9 29 

3   0 11 5 11 3 8 35 

4    0 7 9 10 15 17 

5     0 11 8 6 26 

6      0 3 7 25 

7       0 9 19 

8        0 28 

Liczba 

zwrotów 
23 21 31 10 36 23 27 23 

 

 

Należy pomóc firmie zarządzającej zaplanować optymalną relokację rowerów na koniec dnia 

kierując się minimalizacją kosztu transportu rowerów między stacjami.  

Rozwiązanie  

Powyższy problem należy do klasy problemów minimalizacji pustych przebiegów. Można go 

sprowadzić do klasycznego problemu transportowego i rozwiązań metodą potencjałów. 

Wcześniej konieczne jest zidentyfikowanie grup stacji generujących podaż rowerów na 

koniec dnia, jak i tych, które generują popyt. Te pierwsze to stacje, w których  zwracanych 

jest więcej rowerów, niż wypożyczono w ciągu dnia. Te drugie – odwrotnie – wykazują 

większą liczbę wypożyczeń, niż zwrotów. Analiza liczby wypożyczeń i zwrotów z powyższej 

tabeli pozwala zidentyfikować następujących dostawców rowerów: 

stacja 1: 8 sztuk stacja 5: 10 sztuk stacja 7: 8 sztuk. 

Z kolei odbiorcami rowerów będą stacje o ujemnym bilansie zwrotów, czyli z następującym 

popytem: 
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Stacja 2: 8 sztuk, stacja 3: 4 sztuki, stacja 4: 7 sztuk  stacja 6: 2 sztuki,

 stacja 8: 5 sztuk. 

Bazując na tej informacji można zdefiniować zadanie transportowe o trzech dostawcach i 

pięciu odbiorcach, z macierzą kosztów określająca koszty przewozu rowerów między 

stacjami – dostawcami, a stacjami-odbiorcami. Przykładowo – z tablicy 1 odczytujemy, że 

koszt przewozu roweru między stacją 1 a stacją 2 wynosi 9. Wielkość tę wpisujemy do tablicy 

kosztów. Strukturę tworzonego zadania transportowego przedstawia tablica 23A.2. 

Tablica 23A.2  

Dostawcy Odbiorcy Podaż 

Stacja 2 Stacja 3 Stacja 4 Stacja 6 Stacja 8 

Stacja 1 9 8 4 6 10 8 

Stacja 5 9 5 7 11 6 10 

Stacja 7 4 3 10 3 9 8 

Popyt 8 4 7 2 5  

 

Model matematyczny  

Cel 

Określenie takiego planu przewozów, który minimalizuje koszty pustych przebiegów 

(relokacji rowerów między stacjami).  

Zmienne decyzyjne  

x11 – liczba rowerów przewiezionych z 1 do 2     x24 – liczba rowerów przewiezionych z 5 do 6 
x12 – liczba rowerów przewiezionych z 1 do 3     x25 – liczba rowerów przewiezionych z 5 do 8 
x13 – liczba rowerów przewiezionych z 1 do 4     x31 – liczba rowerów przewiezionych z 7 do 2  
x14 – liczba rowerów przewiezionych z 1 do 6     x32 – liczba rowerów przewiezionych z 7 do 3 
x15 – liczba rowerów przewiezionych z 1 do 8     x33 – liczba rowerów przewiezionych z 7 do 4 
x21 – liczba rowerów przewiezionych z 5 do 2     x34 – liczba rowerów przewiezionych z 7 do 6  
x22 – liczba rowerów przewiezionych z 5 do 3     x35 – liczba rowerów przewiezionych z 7 do 8 
x23 – liczba rowerów przewiezionych z 5 do 4 
 
Funkcja celu  

    9𝑥11 + 8𝑥12 + 4𝑥13 + 6𝑥14 + 10𝑥15 

+ 9𝑥21 + 5𝑥22 + 7𝑥23 + 11𝑥24 + 6𝑥25 

+ 4𝑥31 + 3𝑥32 + 10𝑥33 + 3𝑥34 + 9𝑥35 → 𝑚𝑖𝑛 

Warunki ograniczające:  

Dostawca 1 (stacja 1):  𝑥11 + 𝑥12 + 𝑥13 + 𝑥14 + 𝑥15 = 8 

Dostawca 2 (stacja 5): 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 + 𝑥24 + 𝑥25 = 10 

Dostawca 3 (stacja 7): 𝑥31 + 𝑥32 + 𝑥33 + 𝑥34 + 𝑥35 = 8 

Odbiorca 1 (stacja 2):  𝑥11 + 𝑥21 + 𝑥31 = 8 
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Odbiorca 2 (stacja 3):  𝑥12 + 𝑥22 + 𝑥32 = 4 

Odbiorca 3 (stacja 4):  𝑥13 + 𝑥23 + 𝑥33 = 7 

Odbiorca 4 (stacja 6):  𝑥14 + 𝑥24 + 𝑥34 = 2 

Odbiorca 5 (stacja 8):  𝑥15 + 𝑥25 + 𝑥35 = 5 

 

Warunki nieujemności: 𝑥𝑖𝑗 ≥ 0, dla 𝑖 = 1,… ,3, 𝑗 = 1,… ,5 

 


