Zagadnienie transportowe — zadania

Zadanie 15A

Rozpatrujemy zbilansowany problem transportowy o trzech dostawcach i czterech
odbiorcach, dla ktorego koszty przewozu oraz podaz i popyt wszystkich zainteresowanych
przewozem stron podano w tablicy 15A.1.

Tablica 15A.1.
Dostawcy Odbiorcy Podaz
1 2 3 4
1 13 25 33 17 500
2 29 19 40 26 700
3 15 35 24 19 600
Popyt 400 400 700 300

Zbudowa¢ model matematyczny zadania.

Rozwiazanie

Opis zmiennych decyzyjnych

X11 — planowana wielko$¢ przewozu towaru od pierwszego dostawcy do pierwszego odbiorcy,
X12 — planowana wielko$¢ przewozu towaru od pierwszego dostawcy do drugiego odbiorcy,
X13 — planowana wielko$¢ przewozu towaru od pierwszego dostawcy do trzeciego odbiorcy,
X14 — planowana wielko$¢ przewozu towaru od pierwszego dostawcy do czwartego odbiorcy,
X1 — planowana wielko$¢ przewozu towaru od drugiego dostawcy do pierwszego odbiorcy,
X22 — planowana wielko$¢ przewozu towaru od drugiego dostawcy do drugiego odbiorcy,

Xo3 — planowana wielko$¢ przewozu towaru od drugiego dostawcy do trzeciego odbiorcy,

X24 — planowana wielko$¢ przewozu towaru od drugiego dostawcy do czwartego odbiorcy,
X31 — planowana wielko$¢ przewozu towaru od trzeciego dostawcy do pierwszego odbiorcy,
X32 — planowana wielko$¢ przewozu towaru od trzeciego dostawcy do drugiego odbiorcy,

X33 — planowana wielkos$¢ przewozu towaru od trzeciego dostawcy do trzeciego odbiorcy,
X34 — planowana wielko$¢ przewozu towaru od trzeciego dostawcy do czwartego odbiorcy.

Funkcja celu

13x11 + 25x1, + 33x43 + 17x14 +
+ 29x,51 + 19x,, + 40x53 + 26x,,4 +
+ 15x3; + 35x3, + 24x33 + 19x3, = min

Ograniczenia

Dostawca 1: xq1 + x15 + x93 + X154 = 500 Odbiorca 1: xq1 + x31 + x3; = 400
Dostawca 2: x51 + X35 + x93 + x5, = 700 Odbiorca 2: x1, + x5, + x3, = 400
DOStaWCG. 3 X31 + X32 + X33 + X34 = 600 Odblorca 3 x13 + x23 + x33 = 700

Odbiorca 4: x;4 + x54 + x34 = 300
Warunki nieujemnosci: Xi1, X12, X13, X14, X21, X22, X23, X24, X31, X32, X33, X34 >0
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Zadanie 16A

Zapisa¢ zadanie dualne do zadania transportowego. Jednostkowe koszty przewozu, podaz i
popyt przedstawia tablica 16A.1.

Tablica 16A.1
Dostawcy Odbiorcy Podaz
1 2 3 4
1 13 25 33 17 500
2 29 19 40 26 700
3 15 35 24 19 600
Popyt 400 400 700 300

Rozwigzanie

Zadanie to jest kontynuacja zadania 15A. Sformutowany w tym zadaniu model
matematyczny mozemy zapisaé w postaci macierzowej, zamieniajac uprzednio zadanie
minimalizacji na zadanie maksymalizacji.

W zapisie macierzowym model decyzyjny rozpatrywanego zadania postac:

cx — max
Ax =0Db
x =0,

gdzie

c=[-13 -25 -33 —-17 —-29 —-19 —-40 -26 —-15 -35 —-24 —19]

11 1 1 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0001 11 1O0O0O0O0
0 0000 O O0OOT1TTI1T11
A=f1 0 0 01 0 0 01 0 O0 O
0100 01 0O0O0OT1TTO0TO0
0 0100 01O0O0O0OT1TTO0
‘0 0 01 0001 0 0 O 1

b" =[500 700 600 400 400 700 300]

Z twierdzen o komplementarno$ci wiadomo, ze kazdemu ograniczeniu w zadaniu prymalnym
odpowiada zmienna decyzyjna w zadaniu dualnym.

Zmienne dualne:

U; — zmienna odpowiadajaca ograniczeniu dla pierwszego dostawcy,
U, — zmienna odpowiadajaca ograniczeniu dla drugiego dostawcy,
Uz — zmienna odpowiadajaca ograniczeniu dla trzeciego dostawcy,
Vi — zmienna odpowiadajgca ograniczeniu dla pierwszego odbiorcy,
V, — zmienna odpowiadajaca ograniczeniu dla drugiego odbiorcy,



V3 — zmienna odpowiadajaca ograniczeniu dla trzeciego odbiorcy,
V4 — zmienna odpowiadajgca ograniczeniu dla czwartego odbiorcy.

Stosujac zasady tworzenia zadania dualnego, otrzymujemy:
Funkcja celu:

500u, + 700u, + 600u; + 400v, + 400v, + 700v; + 300v, — min.
Warunki ograniczajgce:

Z twierdzen o komplementarnosci wiadomo, ze kazdej zmiennej w zadaniu prymalnym
odpowiada ograniczenie w zadaniu dualnym.

Zmienna Xi1: uy + v, = —13, Zmienna Xip: u; + vy = —25,
Zmienna Xi3: uq + vz = —33, Zmienna Xi4: uq + v, = —17
Zmienna Xo1: u, + v; = —29, Zmienna X»2: u, + v, = —19,
Zmienna X3: u, + v; = —40, Zmienna Xa4: U, + v, = —26
Zmienna Xs1: uz + vy = —15, Zmienna Xsz: usz + v, = —35,
Zmienna Xs3. us + v; = —24, Zmienna Xs4: usz + v, = —19

Warunki nieujemnosci:

Poniewaz wszystkie ograniczenia zadania prymalnego byly ograniczeniami rownosciowymi
»= ), wszystkie zmienne u; oraz v; w zadaniu dualnym mogg przyjmowac¢ dowolne wartosci

Zadanie 17A

Rozpatrujemy problem transportowy z trzema dostawcami i czterema odbiorcami, gdzie
koszty przewozu oraz podaz 1 popyt podane sa w tablicy 17A1.Wyznaczy¢ pierwsze
rozwigzanie bazowe problemu transportowego metoda minimalnego elementu macierzy
kosztow.

Rozwigzanie

Etap 1. W macierzy kosztow (tablica 17A.1) identyfikujemy wezet o najmniejszym koszcie 1
dla odpowiadajacego jej dostawcy 1 odbiorcy planujemy maksymalny mozliwy przewoz. W
naszym zadaniu najnizszy koszt rowny 13 wystepuje dla przewozu migdzy dostawcg 1 1
odbiorcg 1 — wezel (1, 1). Uzupelniamy macierz przewozu wpisujac w wezle (1, 1) przewdz o
wielkosci 400 (tablica 2). W wezlach(2,1) oraz (3,1) wpisujemy warto$¢ 0. Modyfikujemy
podaz pierwszego dostawcy (500 — 400 = 11). Otrzymane wyniki zapisujemy w tablicy
17A.2. Z dalszych rozwazan eliminujemy odbiorce 1.

Tablica 17A.1 Tablica 17A.2
Dostawcy Odbiorcy Podaz Dostawcy Odbiorcy Podaz
1] 23] 4




1 2 3 4 1 400 100
1 13 | 25 | 33 | 17 | 500 2 0 700
2 29 | 19 | 40 | 26 | 700 3 0 600
3 15| 35 | 24 | 19 | 600 Popyt 0 | 400 | 700 | 300
Popyt | 400 | 400 | 700 | 300
Etap 2.

Rozpatrujemy zmniejszong macierz kosztow (tablica 17A.3). Nie uwzgledniamy pierwszego
odbiorcy, ktorego popyt zostat zaspokojony w poprzednim etapie. Dla pozostatych aktywnych
uczestnikow zadania (zglaszajacych niezerowa podaz lub popyt) znajdujemy najnizszy Koszt,
jest nim koszt 17 dla wezta (1, 4). W komorce (1, 4) macierzy przewozu planujemy
maksymalny dopuszczalny dla dostawcy 1 i odbiorcy 4 przewdz, czyli 100. Taki plan
eliminuje dostawce 1 z dalszej analizy, gdyz zapewnia rozwoz catej jego podazy. Odbiorca 4
zglasza dalej popyt na zmniejszonym o 100 sztuk poziomie. Otrzymane wyniki wpisujemy do
tablicy 17A.4.

Tablica 17A.3 Tablical7A. 4
Dostawcy Odbiorcy Podaz Dostawcy Odbiorcy Podaz
1] 2 3 4 1 2 3 4
1 |25 | 33| 17 | 100 1 400 | O 0 | 100 0
2 2P| 19 | 40 | 26 | 700 2 0 700
3 |3 | 24| 19 | 600 3 0 600
Popyt 0 | 400 | 700 | 300 Popyt 0 |400 | 700|200

Etap 3. Rozpatrujemy zredukowana macierz kosztow, przedstawiong w tablicy 17A.5. W
macierzy kosztow znajdujemy kolejny najnizszy koszt przewozu dla pozostatych, aktywnych
uczestnikow planu przewozowego. Jest nim koszt 19 zidentyfikowany dla weztoéw (2, 2) oraz
(3, 4). Majac dowolnos¢ wyboru decydujemy si¢ w iteracji 3 na zaplanowanie przewozu
miedzy dostawca 2 1 odbiorcg 2. Maksymalny mozliwy przewo6z wynika w tym przypadku z
popytu odbiorcy 2 i wynosi 400 sztuk. Wpisujemy go do macierzy przewozu (tablica 17A.6)
Odbiorca 2 przestaje by¢ aktywnym odbiorca.

Tablica 17A.5 Tablica 17A. 6
Dostawcy Odbiorcy Podaz Dostawcy Odbiorcy Podaz
1 2 3 4 1 2 3 4
1 1B |t 8 1 400 O 0 |100 0
2 2P| 19 | 40 | 26 | 700 2 0 | 400 300
3 | 35|24 | 19 | 600 3 0 0 600
Popyt 0 | 400 | 700 | 200 Popyt 0 0 | 700 | 200




Etap 4. Rozpatrujemy kolejng zredukowana macierz kosztow, przedstawiong w tablicy
17A.7. Z macierzy kosztéw dla pozostatych aktywnych uczestnikoéw zadania wynika, iz
najnizszy koszt w wysokosci 19 istnieje dla przewozu w wezle (3, 4). W czwartej iteracji
planujemy zatem przew6z w wezle (3, 4). Wyniesie on 200 sztuk i wyeliminuje z dalszych
rozwazan odbiorce 4. Uzupelniamy rozwigzanie poczatkowe (tablica 17A.8).

Tablica 17A.7 Tablica 17A.8
Dostawcy Odbiorcy Podaz Dostawcy Odbiorcy Podaz
]2 3 4 1 2 3 4
1 1B —Re——33——it—b 1 400 0 | 0 [100| O
2 2P| 1P| 40 | 26 | 300 2 0 | 400 0 300
3 16 24 | 19 | 600 3 0 0 200 | 400
Popyt 0 700 | 200 Popyt 0 0 |700| O

Etap 5. Z aktywnych uczestnikow w zadaniu pozostal jedynie odbiorca 3. Poniewaz zadanie
jest zbilansowane, pozostala podaz dostawcOw uzupetlniamy w macierzy przewozu
otrzymujac pierwsze rozwigzanie dopuszczalne (Tablica 17A.9).

Tablica 17A.9
Dostawcy Odbiorcy Podaz
1 2 3 4
1 400 0 0 100 0
2 0 400 300 0 0
3 0 0 400 200 0
Popyt 0 0 0 0

Zadanie 18A

Rozpatrujemy zadanie, w ktorym macierz kosztow jednostkowych, popyt 1 podaz
przedstawione sg w tablicy 18A.1. Znalez¢ rozwigzanie poczatkowe, stosujac metode VAM.

Tablica 18A.1
Dostawcy Odbiorcy Podaz
1 2 3 4
1 80 64 42 28 160
2 60 40 30 22 200
3 52 28 46 34 40
Popyt 80 120 90 110

Rozwigzanie



Etap 1. Aby zidentyfikowaé pierwszy wezet w planie przewozu dla kazdego uczestnika
problemu (kazdej linii w macierzy kosztéw) wyznaczamy rdznice migdzy dwoma
najnizszymi kosztami przewozu. Przykladowo, dla dostawcy 1 dwa najmniejsze koszty
przewozu to 28 i 42, stad réznica wyznaczona dla pierwszego wiersza macierzy wynosi 42 —
28 = 14. Znalezione rdznice przedstawiono w tablicy 18A.2.

Tablica 18A.2
Dostawcy Odbiorcy Roéznica
1 2 3 4
1 80 | 64 | 42 | 28 14
2 60 | 40 | 30 | 22 8
3 52 | 28 | 46 | 34 6
Roéznica 8 12 | 12 6

Najwicksza roznice kosztow znaleziono dla dostawcy 1, stad przewdz planowany bedzie
najpierw dla tego dostawcy, w wezle o najnizszym koszcie, tj. (1, 4). Maksymalny mozliwy
przewdz wynikajacy z podazy dostawcy 1 i popytu odbiorcy 4 wynosi 110 sztuk. Te wartos¢
wprowadzany do macierzy przewozu. Z przyje¢tego schematu przewozu wynika, iz odbiorca 4
zrealizowat juz caly swoj popyt, stad dostawy od innych dostawcow beda zerowe. Dostawca 1
dysponowac jeszcze bedzie 50 sztukami wyrobu do rozwiezienia. Plan przewozu po pierwszej
iteracji przedstawia tablica 18A.3.

Tablica 18A.3
Dostawcy Odbiorcy Podaz
1 2 3 4
1 110 | 50
2 0 200
3 0 40
Popyt |80 | 120 | 90 | O

Etap 2. Wyznaczamy nowe wartosci roznic kosztow dla kazdego aktywnego uczestnika
problemu przewozu, nie biorgc pod uwage kosztow nieaktywnego uczestnika (odbiorcy 4).
Obliczone warto$ci wpisujemy do tablicy 18A.4.

Tablica 18A.4
Dostawcy Odbiorcy Roznica
1 2 3 4
1 80 | 64 | 42 | 38 22
2 60 | 40 | 30 | ¥2 10
3 52 | 28 | 46 | $4 18
Roéznica 8 12 | 12 -




Najwigksza roznice wyznaczono dla dostawcy 1, stad w kolejnym kroku planowany bedzie
przewdz towaru od niego do odbiorcy o najnizszym koszcie transportu, czyli odbiorcy 3
(koszt 42). Z analizy podazy i popyty dla tych uczestnikow wynika, iz przewoz ten wyniesie
50 sztuk. Dostawca 1 przestanie by¢ dostawca aktywnym (gdyz rozwiozl juz caly wolumen
stanowigcy swoja podaz), a odbiorca 3 zgtasza¢ bedzie dalsze zapotrzebowanie rowne 90 — 50
=40. Wyznaczone warto$ci wpisujemy do tablicy 18A.5.

Tablica 18A.5
Dostawcy Odbiorcy Podaz
1 2 3 4
1 0 0 | 50 | 110 0
2 0 200
3 0 40
Popyt |80 | 120 | 40 | O

Etap 3. Analiza réznic najnizszych kosztow w trzeciej iteracji (tablica 18A.6) nie obejmuje
nieaktywnych uczestnikow, tj. wiersza 1 i kolumny 4 macierzy kosztow.

Tablica 18A.6
Dostawcy Odbiorcy Roznica
1 2 3 4
1 BO——64—r42- | 18 -
2 60 | 40 | 30 | 22 10
3 52 | 28 | 46 | $4 18
Roznica 8 12 | 16 -

Na tym etapie analizy najwigksza roznicg obserwujemy w wierszu 3, stad w kolejnym kroku
planowany bedzie przew6z w wezle o najnizszym koszcie w wierszu 3 macierzy kosztow, t].
(3, 2). Z analizy podazy 1 popytu dostawcy 3 1 odbiorcy 2 wynika, iz przew6z moze wynies$¢
40 1 wyeliminuje on z listy aktywnych uczestnikow dostawce 3 (tablica 18A.7).

Tablica 18A.7
Dostawcy Odbiorcy Podaz
1 2 3 4
1 0 0 | 50 | 110 0
2 0 200
3 0 |40] O 0 0
Popyt 80 |80 |40 | O




Etap 4. W zwiazku z faktem, iz z aktywnych uczestnikow pozostat tylko jeden dostawca, a
zadanie jest zbilansowane, musi on rozwiez¢ caty pozostaty zapas do zglaszajacych stosowny
popyt odbiorcow. Liczenie roznic kosztéw nie jest juz potrzebne, a macierz przewozu
uzupelniamy brakujacymi warto§ciami.(tablica 18A.8).

Tablica 18A.8
Dostawcy Odbiorcy Podaz
1 2 3 4
1 0 0 50 110 0
2 80 80 40 0 0
3 0 40 0 0 0
Popyt 0 0 0 0

Zadanie 19A

W zbilansowanym problemie transportowym trzech dostawcéw zglasza nastepujaca podaz:
500, 400 i 200, a czterech odbiorcow popyt na poziomie: 200, 400, 200 i 300. Wyznaczy¢
rozwigzanie poczatkowe metoda kata potnocno-zachodniego.

Rozwigzanie

Wyznaczenie poczatkowego planu przewozu metoda kata potnocno-zachodniego nie wymaga
poslugiwania si¢ macierza kosztow. Przewdz uzupelniany jest zawsze w pierwszym pustym
wezle macierzy przewozu, najblizszym lewemu, gérnemu wezlowi tej macierzy — weztowi (1,
1) (wysunigtemu najbardziej na ,,pdtnocny-zachdd” tej macierzy, gdyby potraktowac ja jak
geograficzng mapeg).

Etap 1. W iteracji pierwszej cata macierz przewozu jest pusta, wigc pierwszym wezlem jest
(1, 1). Planujemy w nim maksymalny mozliwy przewdz wynikajacy z podazy i popytu
dostawcy 1 i odbiorcy 1, tj. 200. Ten przewoz realizuje catkowicie popyt odbiorcy 1, stad
pozostale wezty w kolumnie 1 macierzy przewozu uzupelniamy zerami. Zrealizowany
przew6z redukuje dostepng podaz dostawcy 1 (500 — 200) = 300 1 sprawia, ze odbiorca 1
przestaje by¢ aktywny (popyt 200 — 200 = 0). Wyniki zapisujemy w tablicy 19A.1.

Etap 2. W drugiej iteracji pierwszy pusty wezel macierzy wysunigty najbardziej na pdinocny-
zachod jest wezetl (1, 2). Planujemy w niej wigc przewoz 300, gdyz takie sg maksymalne
mozliwos$ci przewozowe dostawcy 1. Po dostawie 300 sztuk do odbiorcy 2 nie dysponuje juz
zadng ilo$cig towaru, nie bedzie zatem dostarczal niczego do odbiorcow 3 i 4 i przestaje by¢
aktywnym dostawcg. Odbiorca 1 w dalszym ciagu oczekiwa¢ bedzie dostawy 100 sztuk
wyrobu (400 — 300 = 100) (tablica 19A.2).

Tablica 19A.1 Tablica 19A.2



Dostawcy Odbiorcy Podaz Dostawcy Odbiorcy Podaz
1 2 3 4 1 2 3 4
1 200 300 1 200 300| O 0 0
2 0 400 2 0 400
3 0 200 3 0 200
Popyt 0 | 400 | 200 | 300 Popyt 0 | 100 | 200 | 300

Etap 3. Po iteracji 2 weztem pustym, najbardziej wysunigtym na poinocny-zachod jest wezet
(2, 2). Uzupelniamy w nim przewdz wynikajacy z popytu odbiorcy 2 (100) i usuwamy go z
listy aktywnych odbiorcow, redukujac jednoczesnie o 100 mozliwosci dostaw dostawcy 2
(tablica 19A.3).

Etap 4. Teraz lewy goérny rog niewypelionej macierzy przewozu znajduje si¢ w wezle (2, 3).
Maksymalny przewo6z do zaplanowania w tym wezle wynika z popytu odbiorcy 3 i wynosi
200. Bilansujemy dostepng podaz dostawcy 2 (300 — 200 = 100), ktéry pozostanie aktywnym
dostawca w nastepnej iteracji (tablica 19A.4).

Tablica 19A.3 Tablica 19A.4
Dostawcy Odbiorcy Podaz Dostawcy Odbiorcy Podaz
1 2 3 4 1 2 3 4
1 200|300 | O 0 0 1 200 300| O 0 0
2 0 |100 300 2 0 | 100 | 200 100
3 0 0 200 3 0 0 0 200
Popyt 0 0 | 200|300 Popyt 0 0 0 | 300

Etap 5. Pierwszym wolnym weztem jest obecnie (2, 3). Maksymalny przewo6z do
zaplanowania wynika z podazy dostawcy 2 i wynosi 100. Redukuje to popyt odbiorcy 4 do
200. Po jej uzupetieniu jedynym pustym weztem bedzie (3,4) (tablica 19A.5)

Etap 6. W zwiazku z faktem, iz zadanie byto zbilansowane. Przewo6z zaplanowany w
ostatnim wolnym wezle macierzy realizuje w pelni podaz i1 popyt ostatnich dwoch aktywnych
uczestnikow zadania transportowego (tablica 19A.6)

Tablica 19A.5 Tablica 19A.6
Dostawcy Odbiorcy Podaz Dostawcy Odbiorcy Podaz
1 2 3 4 1 2 3 4
1 200|300 | O 0 0 1 200 300| O 0 0
2 0 | 100 | 200 | 100 0 2 0 | 100 | 200 | 100 0
3 0 0 0 200 3 0 0 0 | 200 0
Popyt 0 0 0 | 200 Popyt 0 0 0 0




Zadanie 20A

W tablicy 20A.1 dana jest macierz kosztow, a w tablicy 20A.2 - pewne rozwigzanie zadania
transportowego. Znalez¢ odpowiadajacg mu warto$¢ funkcji celu oraz sprawdzié, czy jest ono
optymalne. Jezeli nie, poprawi¢ je zgodnie z algorytmem metody potencjatdéw.

Tablica 20A.1 Tablica 20A.2
Dostawcy Odbiorcy Podaz Dostawcy Odbiorcy Podaz
1 2 3 4 1 2 3 4
1 13 | 25 | 33 | 17 | 500 1 400 | O 0 | 100 0
2 29 | 19 | 40 | 26 | 700 2 0O [400]300| O 0
3 15 | 35 | 24 | 19 | 600 3 0 0 | 400 | 200 0
Popyt | 400 | 400 | 700 | 300 Popyt 0 0 0 0

Rozwigzania.

Koszt przewozu zidentyfikowany w rozwigzaniu poczatkowym mozna wyliczy¢é mnozac
wielko$ci przewozu razy koszty jednostkowe. Wyniesie on zatem:

K; =400-13 +100-17 + 40019 + 300 - 40 + 400 - 24 + 200 - 19 = 39900.
Kryterium optymalnosci
W rozwigzaniu optymalnym zadania dualnego ograniczenia odpowiadajace wszystkim

zmiennym wyznaczajacym niezerowy przewoz powinny zosta¢ spetnione jako rownania.
Mamy zatem:

dlawezta (1, 1): uy + v; + 13 =0,
dla wezta (1, 4): uy + v, + 17 =0,
dla wezta (2,2): uy +v, +19=0

dla wezta (2, 3): u, + v3 +40 =0,
dla wezta (3, 3): uz + vz + 24 =0,
dla wezta (3, 4): uz; + v, + 19 = 0.

Ograniczenia tworzg nieoznaczony uklad rownan, stad aby go rozwigza¢ przyjmiemy, iz
u; =0 1 podstawiamy do ograniczen wyliczajac w konsekwencji pozostate wartosci
zmiennych:

wezet (1,1):0+v; +13=0->v; =-13  wezel (2,3):u, —22+40=0->u, =—18
wezet (1,4): 0+ v, +17 =0 - v, = —17 wezet (3,3): =2+ v3+24=0-> v; = -2,
wezet (2,2): =184+ v, +19=0->v, = -1 wezet(3,4):u3 —17+19=0->u3 = -2

Macierz kosztow z uzupelionymi wartoSciami zmiennych dualnych u; i v; przedstawia

tablica 20A.3. Wezty bazowe, na podstawie ktorych sformulowano ograniczenia zaznaczono
gwiazdka.

Tablica 20A.3
Dostawcy Odbiorcy U;
1 2 3 4
1 13* 25 33 17* 0
2 29 19* 40* 26 -18
3 15 35 24* 19* —2
v -13 -1 22 =17

Na podstawie zmiennych dualnych wyznaczamy wskazniki optymalnosci ¢’jj:
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i =u; +v,+c,>0—1+25=24, Con=Uy+V,+ 0y >—-18—174+26=-9
c'i3=u; +v3+c3=>0-22+33=11, ('33=us+v,+c3;>-2-13+15=0
c'yy=u,+v,+cy,; >-18-134+29=-2, ¢'5,=u3+v,+c3, >—-2—1+35=32
Znalezione wartos$ci zapisujemy w tablicy 20A.4.

Tablica 20A.4
Dostawcy Odbiorcy u;
1 2 3 4
1 0* 24 11 0* 0
2 —2 0* 0* -9 -18
3 0 32 0* 0* —2
v; -13 -1 22 -17

W macierzy znajdziemy ujemne wskazniki optymalnosci, ktoére $wiadczg o tym, iz
rozpatrywane rozwigzanie nie jest optymalne i mozna je poprawic.

Kryterium wejscia

Najwiekszy spadek kosztow catkowitych zaobserwujemy planujac przewdz w wezle (2, 4).
Tak wigc zmienng wprowadzang do bazy jest xa.

Kryterium wyjscia

Budujemy cykl przewozu, korzystajac ze zmiennych zidentyfikowanych jako bazowe. Cykl
sktada sie z weztow (2,4), (2,3) (3,3) 1 (3,4). Dzielimy go na dwa poéicykle: dodatni - wezty
(2,4) i (3,3) - oraz ujemny - wezty (2,3) i (3,4) (tablica 20A.5). Zmiennej opuszczajacej baze
jest zmienna Xs4.

Tablica 20A.5
Dostawcy Odbiorcy Podaz
1 2 3 4
1 400 0 0 100 0
2 0 400 | 300- 0+ 0
3 0 0 400+ | 200- 0
Popyt 0 0 0 0

Przejscie do rozwigzania bazowego sgsiedniego

W tablicy 4 zaznaczono wezly macierzy przewozu biorgce udzial w cyklu, przy czym
znakiem ,,+” zaznaczono te we¢zly, w ktorych przewoz bedzie zwigkszany, a znakiem ,,— te,
w ktorych bedzie zmniejszany. Dodajemy zatem przewdz 200 do wszystkich weziow
oznaczonych znakiem ,,+”, a odejmujemy te warto§¢ w wezlach oznaczonych znakiem ,,—”.
Mamy nowy plan przewozu, zamieszczony w tablicy 20A.6.

Tablica 20A.6
Dostawcy Odbiorcy Podaz
1 2 3 4
1 400 0 0 100 0
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2 0 400 100 200 0
3 0 0 600 0 0
Popyt 0 0 0 0

Zadanie 21A

W tablicy 21A.1 dany jest aktualny plan przewozu. We¢zly bazowe oznaczono gwiazdkami.
Znalez¢ cykl i podzieli go na poteykle: dodatni i ujemy wiedzac, ze w kolejnej iteracji metody
potencjatow nalezy zaplanowac przewo6z w wezle (4, 1).

Tablica 21A.1
Dostawcy Odbiorcy
1 2 3 4 5
1 130* | 120* 0 10* 0
2 0 0 150* 0 0
3 0 0 0 40* | 150*
4 0 0 100* 0 150*

Rozwigzanie

Wezel (4, 1) jest pierwszym weztem w budowanym cyklu zmiany przewozu i oznaczamy go
znakiem ,,+” informujgcym o tym, iz po znalezieniu cyklu spodziewamy si¢ wzrostu
wielko$ci przewozu w tym wezle (tablica 21A.2) :

Tablica 21A.2 Tablica 21A.3
Dostawcy Odbiorcy Dostawcy Odbiorcy
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1 130 {120 0 | 10| O 1 130 | 120 0 10| 0
2 0 0 |150| O 0 2 0 |? G150+ —6+|2 0
3 0 0 0 | 40 | 150 3 0 0 ¢ | 40 ] 150
4 0+ 0 [100| O | 150 4 0+ 6—100- | 0 | 150

Analizujgc wiersz 4 widaé, iz zmniejszenie przewozu mozna bytoby zaplanowa¢ w wezle (4,
3). To z kolei wymagatoby zbilansowania in plus (dodania przewozu) w innym wezle
kolumny 3. Mamy tu do dyspozycji tylko jeden dodatkowy wezet bazowy (2, 3) i w nim
planujemy zwigkszenie przewozu. To zwigkszenie wymagatoby z kolei zmniejszenia
przewozu w wybranym wezle bazowym wiersza 2. Niestety w wierszu 2 nie ma zadnych
innych weztéw bazowych, stad nie mozna bedzie zbudowac pelnego cyklu (tablica 21A.3).

Rozpatrujemy zatem inng mozliwo$¢ zbilansowania dodatkowego przewozu w wezle (4, 1)
przez pomniejszenie przewozu w wezle (4, 5). Jest to mozliwe, gdyz w kolumnie 5 istnieje
inny wezet bazowy (3, 5), w ktorym bedzie mozna zbilansowaé przew6z odjety w (4, 5)
dodajac brakujaca roznicg (tablica 21A.4).

Tablica 21A.4 Tablica 21A.5
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Dostawcy Odbiorcy Dostawcy Odbiorcy

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
130 | 120 | O | 10 0 130 (120 | O 10 0

0 0 [150 | O 0 0 0 [150| O 0

0 0 0 | 40 | 150+ 0 0 0 | 40—«-150+
4 0+ +—6—-366-—6— 150-| 4 0+ +—6—1-1661—6— 150-|
Powstata nadwyzke w wierszu 3 zbilansujemy odejmujac ja w innym wezle bazowym, tj. (3,
4) — tablica 21A.5. To z kolei zrodzi niedobor, jesli chodzi o realizacj¢ zapotrzebowania

WIN |-
WIN |-

odbiorcy 4, ktorg zbilansujemy dodajac brakujaca ilos¢ w innym wezle bazowym tej
kolumny, tj. (1, 4) — tablica 21A.6.

Tablica 21A. 6 Tablica 21A. 7
Dostawcy Odbiorcy Dostawcy Odbiorcy
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1 130 | 120 | O | 10+ 0 1 130 | 120+—6—+10+| O
2 0 0 |150| O 0 2 0 0 [150| 0 0
3 0 0 0 | 40-<«-150+, 3 0 |20 0 | 40-«+150+,
4 0+——8—66-—8—p150- 4 0+ +—6—166+—6— 150!

Nadwyzka przewozu powstala obecnie w wierszu 1 wymagataby realizacji dostaw od
dostawcy 1 przewyzszajacych jego podaz. Musi zatem zosta¢ zbilansowana in minus w
jednym z pozostatych wezléw bazowych. Proba bilansowania w wezle (1, 2) zakonczy si¢
porazka, gdyz wymaga¢ bedzie w nastgpnym kroku zbilansowania in plus kolumny 2, a tam
nie ma innego wezta bazowego (tablica 21A.7).

Jedyna mozliwoscia jest zatem odjecie przewozu w drugim dostgpnym wezle bazowym
pierwszego wiersza, tj. (1, 1). Taka operacja jednoczes$nie bilansuje in minus dodatkowy
przew6z zaplanowany w tej kolumnie w wezle (4, 1), ktory wynikat z analizy optymalnos$ci
obecnego planu przewozu (Tablica 21A.8).

Tablica 21A.8
Dostawcy Odbiorcy
1 2 3 4 5
1 130++126+—06—10+ | O
2 0 0 [150] O 0
3 0 0 0 | 40150+,
4 0+ 6—166-—6— 150-|

Zbudowany w ten sposob cykl sklada si¢ z szesciu elementow. W polcyklu ujemnym
odnajdujemy przewoz o najnizszej wartosci. Jest to przew6z réwny 40 dla wezta (3, 4). Nowy
plan przewozu uzyskujemy odejmujac w poétcyklu ujemnym warto$§¢ 40 1 dodajac ja do
elementow tworzacych potcykl dodatni. Przyktadowo, w nowym planie przewozu wezet (3,
5) identyfikowal bedzie przewoz wielkosci 150 + 40 = 190. Z kolei w wezle (1, 1 ) nowy
przew6z wyniesie 130 — 40 = 90. Nowy plan przewozy przedstawia tablica 21A.9.

Tablica 21A.9
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Dostawcy Odbiorcy
1 2 3 4 5
1 90 | 120 | O 50 0
2 0 0 | 150 | O 0
3 0 0 0 0 | 190
4 40 0 | 100 | O | 110
Zadanie 22A

a) W tablicy 22A.1 dane s3 jednostkowe koszty transportu wyrobow produkowanych przez
cztery fabryki i transportowanych do pigciu centréw logistycznych. Znane sg réwniez ilosci
wyprodukowanych wyrobow przez kazda fabryke (podaz) i aktualne mozliwosci
magazynowe kazdego centrum (popyt).

Tablica 22A.1
Dostawcy Odbiorcy Podaz
1 2 3 4 5
1 75 56 62 84 70 300
2 65 55 72 75 84 250
3 50 62 74 77 45 430
4 62 72 65 80 80 240
Popyt 400 300 300 200 200

Sprawdzi¢, czy opisany problem transportowy jest zbilansowany i w razie potrzeby dokona¢
bilansowania.

Rozwigzanie:

Suma podazy wszystkich dostawcow wynosi: 300 + 250 + 430 + 240 = 1 220. Tymczasem
suma potencjalnego popytu realizowanego przez odbiorcéOw (centra logistyczne) jest wigksza
i wynosi 400 + 300 + 300 + 200 + 200 = 1400. Popyt przewyzsza zatem podaz o
1400 — 1 220 = 180 sztuk. Zadanie nie jest zbilansowane i konieczne jest dodanie sztucznego
dostawcy o podazy roéwnej brakujacym 180 sztukom (pigty wiersz macierzy
kosztow/przewozu). Jako, ze jest to fikcyjny dostawca zaprogramowany dla niego przewoz
nie bedzie w rzeczywistosci realizowany, stad koszty przewozu dla niego wynosza 0 zt. Nowa
macierz kosztéw dla zbilansowanego zadania przedstawiono w tablicy 22A.2.

Tablica 22A.2
Dostawcy Odbiorcy Podaz
1 2 3 4 5
1 75 56 62 84 70 300
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2 65 55 72 75 84 250
3 50 62 74 77 45 430
4 62 72 65 80 80 240
5 0 0 0 0 0 180

Popyt 400 300 300 200 200

b) W tablicy 22A.2 dane s3 jednostkowe koszty transportu wyrobdéw produkowanych przez
cztery fabryki i transportowanych do pieciu centréw logistycznych. Znane sg rowniez ilosci
wyprodukowanych wyrobow przez kazdg fabryke (podaz) 1 aktualne mozliwosci
magazynowe kazdego centrum (popyt).

Tablica 22A.3
Dostawcy Odbiorcy Podaz
1 2 3 4 5
1 75 56 62 84 70 300
2 65 55 72 75 84 250
3 50 62 74 77 45 430
4 62 72 65 80 80 240
Popyt 200 300 300 200 100

Sprawdzi¢, czy opisany problem transportowy jest zbilansowany i w razie potrzeby dokona¢
bilansowania.

Rozwigzanie:

Suma podazy wszystkich dostawcow wynosi: 300 + 250 + 430 + 240 = 1 220. Tymczasem
suma potencjalnego popytu realizowanego przez odbiorcéw (centra logistyczne) jest mniejsza
i wynosi 200 + 300 + 300 + 200 + 100 = 1100. Podaz przewyzsza popyt o
1220 — 1 100 = 120 sztuk. Zadanie nie jest zbilansowane i konieczne jest dodanie sztucznego
odbiorcy o popycie rownym brakujacym 120 sztukom (szosta kolumna macierzy
kosztow/przewozu). Jako, ze jest to fikcyjny odbiorca zaprogramowany dla niego przewoz nie
bedzie w rzeczywistosci realizowany, stad koszty przewozu dla niego wynosza 0 zi. Nowa
macierz kosztéw dla zbilansowanego zadania przedstawiono w tablicy 22A.4.

Tablica 22A.4
Dostawcy Odbiorcy Podaz
1 2 3 4 5 6
1 75 56 62 84 70 0 300
2 65 55 72 75 84 0 250
3 50 62 74 77 45 0 430
4 62 72 65 80 80 0 240
Popyt 200 300 300 200 100 120

15



Zadanie 23A

System rowerow miejskich w pewnym miescie dysponuje 25 punktami wypozyczen
rozlokowanymi w réznych jego czeSciach. Po wiosennym okresie pracy zauwazono, iz
schemat wypozyczen rowerdOw przez mieszkancoOw sprawia, iz cze$¢ ze stacji regularnie
odnotowuje deficyt zwrotow, podczas gdy w innych punktach oddawanych jest wigcej
rowerow, niz to wynika pierwotnego rozlokowania na poczatek dnia. Firma zarzadzajaca
systemem dokonuje zatem na koniec dnia relokacji rowerdw, aby w zadnej ze stacji nie
wystapil ich niedobor, lub tez nieckomfortowa sytuacja zwigzana z brakiem mozliwosci jego
zwrotu (wszystkie elektrozamki w danym punkcie wypozyczeni zaj¢te). Analizujgc strukture
wypozyczeni zauwazono, iz W o$miu stacjach wystepuje problem niezbilansowania
wypozyczen 1 zwrotdw. Dane dotyczace wypozyczen oraz koszty transportu kazdej sztuki
roweru mi¢dzy stacjami przedstawiono w tablicy 23A.1.

Tablica 23A.1
Koszty przewozu i struktura wypozyczen
Stacje 1 2 3 4 5 6 7 8 Liczba
wypozyczen
1 0 9 8 4 9 6 12 10 15
2 0 17 12 9 5 4 9 29
3 0 11 5 11 3 8 35
4 0 7 9 10 15 17
5 0 11 8 6 26
6 0 3 7 25
7 0 9 19
8 0 28
Liczba | g | 99 | 31 | 10 | 36 | 23 | 27 | 23
ZWIrotow

Nalezy pomoc firmie zarzadzajacej zaplanowac¢ optymalng relokacje rowerow na koniec dnia
kierujac si¢ minimalizacjg kosztu transportu roweréw migdzy stacjami.

Rozwigzanie

Powyzszy problem nalezy do klasy probleméw minimalizacji pustych przebiegéw. Mozna go
sprowadzi¢ do klasycznego problemu transportowego 1 rozwigzan metoda potencjaldéw.
Weczesniej konieczne jest zidentyfikowanie grup stacji generujacych podaz rowerdw na
koniec dnia, jak i tych, ktore generujg popyt. Te pierwsze to stacje, w ktorych zwracanych
jest wiecej rowerOw, niz wypozyczono w ciggu dnia. Te drugie — odwrotnie — wykazuja
wiekszg liczbe wypozyczen, niz zwrotdw. Analiza liczby wypozyczen i zwrotdw z powyzszej
tabeli pozwala zidentyfikowa¢ nastepujacych dostawcow rowerdw:

stacja 1: 8 sztuk stacja 5: 10 sztuk stacja 7: 8 sztuk.

Z kolei odbiorcami rowerdéw beda stacje o ujemnym bilansie zwrotéw, czyli z nastepujacym
popytem:
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Stacja 2: 8 sztuk,
stacja 8: 5 sztuk.

stacja 3: 4 sztuki, stacja 4: 7 sztuk stacja 6: 2 sztuki,

Bazujac na tej informacji mozna zdefiniowa¢ zadanie transportowe o trzech dostawcach i
pieciu odbiorcach, z macierzg kosztow okreslajaca koszty przewozu roweréw miedzy
stacjami — dostawcami, a stacjami-odbiorcami. Przyktadowo — z tablicy 1 odczytujemy, ze
koszt przewozu roweru migdzy stacja 1 a stacjg 2 wynosi 9. Wielko$¢ te wpisujemy do tablicy
kosztéw. Strukture tworzonego zadania transportowego przedstawia tablica 23A.2.

Tablica 23A.2
Dostawcy Odbiorcy Podaz
Stacja?2 | Stacja3 | Stacja4 | Stacja6 | Stacja8
Stacja 1 9 8 4 6 10 8
Stacja 5 9 5 7 11 6 10
Stacja 7 4 3 10 3 9 8
Popyt 8 4 7 2 5)

Model matematyczny
Cel

Okreslenie takiego planu przewozéw, ktéry minimalizuje koszty pustych przebiegow
(relokacji rower6w miedzy stacjami).

Zmienne decyzyjne

X11 — liczba rowerdw przewiezionych z 1 do 2
X1, — liczba rowerdw przewiezionychz1do 3
X13 — liczba rowerdw przewiezionych z 1 do 4
X14 — liczba rowerdw przewiezionychz1do 6
X15 — liczba rowerdw przewiezionych z 1 do 8
X271 — liczba rowerdw przewiezionych z 5 do 2
X272 — liczba rowerdw przewiezionych z5do 3
X»3 — liczba rowerdw przewiezionych z 5 do 4

X24 — liczba rowerdw przewiezionych z 5 do 6
Xz5 — liczba rowerdw przewiezionych z 5 do 8
X371 — liczba rowerdw przewiezionych z 7 do 2
X32 — liczba rowerdw przewiezionych z 7 do 3
X33 — liczba rowerdw przewiezionych z 7 do 4
X34 — liczba rowerdw przewiezionych z 7 do 6
X35 — liczba rowerdw przewiezionych z 7 do 8

Funkcja celu

9x11 + 8x15 + 4x13 + 6x14 + 10x45
+ 9x,1 + 5xy5 + 7xp3 + 11x54 + 6X55
+ 4x31 + 3x35 + 10x33 + 3x34 + 9x35 > min

Warunki ograniczajace:

Dostawca 1 (stacja 1):
Dostawca 2 (stacja 5):
Dostawca 3 (stacja 7):
Odbiorca 1 (stacja 2):

X191 + X132 + X413 + X4 + X5 =8
Xo1 + Xpp + Xo3 + Xog + X35 = 10
X371+ X35 + X33 + X34 + X35 =8
X171 + X1 + x31 =8
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Odbiorca 2 (stacja 3): X132 + Xoy + X3, =4

Odbiorca 3 (stacja 4): X13 + X3+ X33 =7
Odbiorca 4 (stacja 6): X14 + Xo4 + X34 =2
Odbiorca 5 (stacja 8): X15 + Xg5 + X35 = 5
Warunki nieujemnosci: x;j=0,dlai=1,..3,j=1,..,5
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