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1.1. Wprowadzenie

Stowa kluczowe

* Model matematyczny
e Cel, sSrodki, ograniczenia
* Funkcja celu — funkcja kryterium

« Zmienne decyzyjne

» Uklad warunkow ograniczajacych

 Decyzje dopuszczalne

1. Optymalizacja liniowa

 Decyzja optymalna
« Zadanie optymalizacji liniowej

» Metoda geometryczna
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1.1. Wprowadzenie

Stowa kluczowe (c.d.)
» Metoda simpleks

e Zmienne bilansujace
* Postac¢ bazowa
e Zmienne bazowe

e Zmienne niebazowe

e Kryterium optymalnosci

* Kryterium wejscia

1. Optymalizacja liniowa

* Kryterium wyjscia
e Zmienna sztuczna
* Analiza wrazliwoSci

« Zadanie prymalne 1 zadanie dualne
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1. Optymalizacja liniowa

1.2. Metoda geometryczna

Przykiad 1.1

1.2.1. Model matematyczny (1/2)

Zadanie programowania produkcji

Nalezy zaplanowac produkcj¢ zaktadu w taki sposob, aby

Srodki Produkty h
produkcji P, P, 220
S; 2 2 14
S, 1 2 8
S, 4 0 16

Zyski 2 3

osiagnigty zysk byt maksymalny.
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1.2. Metoda geometryczna

1.2.1. Model matematyczny (2/2)

Sktadowe modelu

Zmienne decyzyjne
X, - planowany rozmiar produkcji produktu P,

©
E X, - planowany rozmiar produkcji produktu P,
c
%. Funkcja celu
©
% f(X1,Xp) = 2X; + 3X, — max
S
*2 Warunki ograniczajace
O
i 2X; + 2X,< 14
X, +2X,<8
4X, <16

X;=20, X,20,
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1.2. Metoda geometryczna

1.2.2. Zbiér rozwigzan dopuszczalnych (1/6)

Pierwszy warunek ograniczajgcy

2X, + 2X,< 14

A
X5

AN

2X, + 2%, > 14

2X, + 2%, =14

2X,+ 2X, <14 L

1. Optymalizacja liniowa

(0,0 (7,0N Xy

\ 4
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1.2. Metoda geometryczna

1.2.2. Zbiér rozwigzan dopuszczalnych (2/6)

Drugi warunek ograniczajacy

X, +2X,<8
e | %
=
o
=
©
Q
S 2 8
: S
=
e) X +2X, <8
-
| | | .
0.0) 80) "
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1.2. Metoda geometryczna

1.2.2. Zbiér rozwigzan dopuszczalnych (3/6)

Trzeci warunek ograniczajgcy

4x, <16
cs A
=
®)
<
©
g
N 4x, =16
'©
S
=5
S 4x, < 16 4x,> 16
—
I I >
(0,0) (4,0) X;
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1.2. Metoda geometryczna

1.2.2. Zbiér rozwigzan dopuszczalnych (4/6)

Warunki nieujemnosci

X; 20

cs A X2

=

=

=

©

(%)

®

o

'©

S

=

Q.

@) X, 2 0
—

(0.0) “
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1.2. Metoda geometryczna

1.2.2. Zbiér rozwigzan dopuszczalnych (5/6)

Warunki nieujemnosci (c.d.)

X, 20

cs A X2

=

=

=

©

o

©

N

'©

S

=5

o

o X, = 0

(0.0) %
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1.2. Metoda geometryczna

1.2.2. Zbiér rozwigzan dopuszczalnych (6/6)

Czesc¢ wspolna

A X2
©
=
=
=
©
[3)
©
N
©
&
=
o
@)
— — — F
t | .
O C G \H X,
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1.2. Metoda geometryczna

1.2.3. Metoda préb i btedéw (1/1)

Rozwigzanie optymalne

2X;+ 3X, =6
o
=
=
=
S 2%, + 3%, = 14
c
il
T 2X, + 3%, =12
=
=
o
@) o

X1

Rozwiagzanie optymalne:

X; =4 planujemy wytworzenie 4 jednostek produktu P, i(4.2) = 14
X, =2 planujemy wytworzenie 2 jednostek produktu P, !
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1.2. Metoda geometryczna

1.2.4. Wykorzystanie gradientu funkcji celu (1/1)

Rozwigzanie optymalne

G _y G _g

0% OX,
©
% X2
< L
©
g L
@ .
.E \\\ —
[ h
£ 2x, + 3%, =14
=
Q.
O
-

N .
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1.3. Metoda simpleks dla zadania maksymalizacji

1.3.1. Posta¢ bazowa (1/7)

Zmienne bilansujace

Srodek S,
2X, + 2X, <14
2X, + 2X, + X3 =14

X3 =14 - 2%, — 2%, >0

1. Optymalizacja liniowa

X3 - niewykorzystana 1los¢ srodka S,
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1. Optymalizacja liniowa

1.3. Metoda simpleks dla zadania maksymalizacji

Zmienne bilansujace (c.d.)

Srodek S,

1.3.1. Posta¢ bazowa (2/7)

X, +2X, <8

X, +2X, + X, =8

Xg=8—X;—2%,20

X, - niewykorzystana 1los¢ srodka S,
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1. Optymalizacja liniowa

1.3. Metoda simpleks dla zadania maksymalizacji

Zmienne bilansujace (c.d.)

Srodek S,

1.3.1. Posta¢ bazowa (3/7)

4x, <16

4X, + X; =16

Xs =16 —-4x,2>0

Xs - niewykorzystana 1los¢ Srodka S,

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem
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1. Optymalizacja liniowa

1.3. Metoda simpleks dla zadania maksymalizacji

1.3.1. Posta¢ bazowa (4/7)

Postacé standardowa

f(X1, X5, X3, X4, Xg) = 2X; + 3X, — Max

2Xy + 2Xy + X3 =14
X + 2X, + X, = 8
4, +X; = 16

X1s Xoy X3, X4y X5 2 0,
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1.3.1. Posta¢ bazowa (5/7)

Posta¢ macierzowa

2Xq + 2Xy + X3
X + 2%,

1. Optymalizacja liniowa

¢c=[23000]

c - wektor funkcji celu,
A - macierz wspotczynnikow,

(X1, X9, X3, X4y Xs) = 2X; + 3X, = Max
=14
4 = 8
+X; =16
X1, Xp, X3y Xgy X5 2 0,

(22100]
12010

40001]

b=

1.3. Metoda simpleks dla zadania maksymalizacji

b - wektor warunkéw ograniczajacych,
X - wektor zmiennych.

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem
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1. Optymalizacja liniowa

1.3. Metoda simpleks dla zadania maksymalizacji

1.3.1. Posta¢ bazowa (6/7)

Posta¢ bazowa

X1 X2, X3 %y X5
2 21 0 0 _
0 X3, X4, X5 - ZMienne bazowe
1

1
0 X1, X5 - ZMienne niebazowe

1 2.0
400

2X; + 3X, = mMax

2X; T 2Xy + Xg =14
X; + 2%, + X, =38
4, + X = 16

X1, Xoy X3, Xgy X5 = 0

Bazowe rozwigzanie dopuszczalne
X, =0, X, =0, X3 = 14, X, =8, X5 = 16
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1.3. Metoda simpleks dla zadania maksymalizacji

1.3.1. Posta¢ bazowa (7/7)

Tablica simpleksowa

CX — max
% AX=D
= X=0
o
&)
©
N
c_Eu CX — max 2 3 0 0 0 !
= Baza | cp X, X, X3 X, Xs
o X 0 2 2 1 0 0 | 14
—i
X, 0 1 2 0 1 0 8
Xs 0 4 0 0 0 1 16

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem
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1.3. Metoda simpleks dla zadania maksymalizacji

1.3.2. Wskazniki optymalnosci (1/7)

Jeden krok algorytmu metody simpleks

o Nalezy:

% « stwierdzi¢, czy rozpatrywane rozwigzanie bazowe jest optymalne,

I= czy tez nie,

© « w przypadku, gdy nie jest optymalne, wyznaczy¢ nowa baze sgsiednia,
S » przeksztalci¢ za pomoca przeksztatcen elementarnych macierz

% warunkow ograniczajacych do postaci bazowej wzgledem bazy

g sasiedniej,

o « jezeli rozpatrywane rozwigzanie jest optymalne, zakonczy¢

3 postepowanie.
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1. Optymalizacja liniowa

1.3. Metoda simpleks dla zadania maksymalizacji

1.3.2. Wskazniki optymalnosci (2/7)

Pierwszy warunek ograniczajgcy

X;:0—>1
2X, +2X, + X3 =14
Poniewaz X, = 1 oraz x, = 0, mamy:
2+x;=14
stad
Xg =12

Kazdej dodanej jednostce zmiennej x, odpowiada spadek warto$ci
zmiennej bazowej x; 1 zmian¢ ta opisuje warto$¢ wspotczynnika
ay = 2.
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1. Optymalizacja liniowa

1.3. Metoda simpleks dla zadania maksymalizacji

1.3.2. Wskazniki optymalnosci (3/7)

Drugi warunek ograniczajacy

X;:0—>1
X, +2X, +X, =8
Poniewaz X, = 1 oraz x, = 0, mamy:
1+x,=8
stad
X =1
Kazdej dodanej jednostce zmiennej x, odpowiada spadek warto$ci

Zmiennej bazowej X, I zmiang tg opisuje wartos¢ wspotczynnika
a21 - 1.
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1. Optymalizacja liniowa

1.3. Metoda simpleks dla zadania maksymalizacji

1.3.2. Wskazniki optymalnosci (4/7)

Trzeci warunek ograniczajgcy

X;:0—>1
4%, + X5 = 16
Poniewaz X; = 1 oraz x, = 0, mamy:
4 +Xx: =16
stad
Xs =12

Kazdej dodanej jednostce zmiennej X, odpowiada spadek wartosci
Zmiennej bazowej X: | zmiang ta opisuje wartos¢ wspotczynnika
a31 - 4.
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1.3. Metoda simpleks dla zadania maksymalizacji

1.3.2. Wskazniki optymalnosci (5/7)

Zmiany wartosci funkcji celu

Wzrost wartosci funkciji celu
C,=2

Spadek wartosci funkcji celu zwigzany z obnizeniem

dotychczasowych wartosci przez zmienne bazowe

Zzmienna Xg:  C;ra;;=0-2=0

Zzmienna X,: C,-8,,=0-1=0

Zmienna Xs:  Cz-a3,=0-4=0
czyli 2,=0-2+0-1+0-4=0

1. Optymalizacja liniowa

Zmiana netto:
c,—2,=2-0=2
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1. Optymalizacja liniowa

Wskazniki optymalnosci

1.3.2. Wskazniki optymalnosci (6/7)

1.3. Metoda simpleks dla zadania maksymalizacji

CX — max 2 3 0 0 0 .
Baza Cg X4 Xs X3 Xy Xz
X3 0 2 2 1 0 0 14
Xy 0 1 2 0 1 0 8
Xe 0 4 0 0 0 1 16
Ci—Z 2 3 0 0 0 0

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem
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1.3. Metoda simpleks dla zadania maksymalizacji

1.3.2. Wskazniki optymalnosci (7/7)

Kryterium optymalnosci

Jezeli w zadaniu maksymalizacji wartosci
wszystkich wskaznikéw optymalnosci sg
niedodatnie, wtedy rozpatrywane
rozwigzanie jest optymalne.

Jezeli cho¢ jeden ze  wskaznikow
optymalnosci jest dodatni, wtedy istnieje
mozliwos¢ poprawy tego rozwigzania.

1. Optymalizacja liniowa
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1.3. Metoda simpleks dla zadania maksymalizacji

1.3.3. Wybor zmiennej wprowadzanej do bazy (1/1)

Kryterium wejscia

Wybieramy najwickszg warto$¢ wskaznika
optymalnosci. Odpowiadajaca mu zmienng
wprowadzamy do nowej bazy.

Jezeli najwigkszej wartosct  wskaznika
optymalnosci odpowiada wigcej niz jedna
zmienna, do nowej bazy wprowadzamy
zmienng O najnizszym NUMerze.

1. Optymalizacja liniowa
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1. Optymalizacja liniowa

1.3. Metoda simpleks dla zadania maksymalizacji

1.3.4. Wybor zmiennej opuszczajacej baze (1/5)

Pierwszy warunek ograniczajgcy

Do nowej bazy wprowadzamy zmienng X,

2X, +2X, + X3 =14
Zmienna X, jako niebazowa jest rowna 0, czyli:

2X, + X5 =14

Kiedy zmienna x; przyjmuje warto$¢ 0?

2X, =14, czylix, =7 (by:a,,=7)

Najwigksza dopuszczalna warto§¢ zmiennej X, dla pierwszego
warunku ograniczajacego jest rowna 7.

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem
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1.3. Metoda simpleks dla zadania maksymalizacji

1.3.4. Wybor zmiennej opuszczajacej baze (2/5)

Drugi warunek ograniczajacy

Do nowej bazy wprowadzamy zmienng X,

X; + 2%, + X, =8
Zmienna X, jako niebazowa jest rowna 0, czyli:

2X, + X, =8

Kiedy zmienna x, przyjmuje warto$¢ 0?

1. Optymalizacja liniowa

2%, =8,czylix,=4 (b, a,,=4)

Najwigksza dopuszczalna wartos¢ zmiennej X, dla drugiego
warunku ograniczajacego jest rowna 4.
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1. Optymalizacja liniowa

1.3. Metoda simpleks dla zadania maksymalizacji

1.3.4. Wybor zmiennej opuszczajacej baze (3/5)

Trzeci warunek ograniczajgcy

Do nowej bazy wprowadzamy zmienng X,
4x, + 0X, + Xs =16

Zmienna X, jako niebazowa jest rowna 0, czyli:

Ox, + X; = 16

Kiedy zmienna X; przyjmuje warto$¢ 07?

Poniewaz wspotczynnik przy X, jest rowny 0 zmiennej X nie mozna
wyprowadzi¢ z bazy przez wprowadzenie do bazy zmiennej x,
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1. Optymalizacja liniowa

1.3.4. Wybor zmiennej opuszczajacej baze (4/5)

Kryterium wyjscia

1.3. Metoda simpleks dla zadania maksymalizacji

Obliczamy ilorazy kolejnych wyrazow wolnych
przez odpowiadajace Im elementy kolumny
wchodzacej do bazy dla tych elementow kolumny
wprowadzanej do bazy, ktére sa dodatnie.

Baz¢  opuszcza  zmienna, dla  ktorej
odpowiadajacy Iloraz jest najmniejszy.

Jezeli minimum jest przyjmowane wiecej niz
jeden raz, wtedy jako zmienng opuszczajacg bazg
wybieramy zmienng 0 najnizszym nNUMerze.

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem
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1. Optymalizacja liniowa

1.3. Metoda simpleks dla zadania maksymalizacji

Zastosowanie kryterium wyjscia

1.3.4. Wybor zmiennej opuszczajacej baze (5/5)

CX — max 2 3 0 0 0
b b/a
Baza Cg X4 X5 X3 Xy X5
X3 2 2 1 0 0 14 7
Xy 1 2 0 1 0 8
X5 4 0 0 0 1 16 -
Cj—Z 2 3 0 0 0 0

Z bazy usuwamy zmienng X,

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem
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1. Optymalizacja liniowa

1.3. Metoda simpleks dla zadania maksymalizacji

1.3.5. Przejscie do rozwigzania bazowego sasiedniego (1/2)

Przeksztafcenia elementarne

1. Podzielenie obydwu stron dowolnie wybranego warunku
ograniczajacego przez dowolng liczbe r6zng od zera.

2. Dodanie stronami do dowolnie wybranego warunku
ograniczajacego pomnozonego przez dowolng liczbe
réozng od zera innego warunku pomnozonego pPrzez
dowolna liczbe r6zng od zera.

Przeksztatcenia elementarne stosujemy dla warunkow
ograniczajacych w postaci rownosci.
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1.3. Metoda simpleks dla zadania maksymalizacji

1.3.5. Przejscie do rozwigzania bazowego sasiedniego (2/2)

Tablice simpleksowe

CX — max 2 3 0 0 0 '
Baza Cg Xy X5 X3 Xy X5
% X, 2 2 1 0 0 14
= X, 1 2 0 1 0 8
é, X 4 0 0 0 1 16
N 62, 2 3 0 0 0 0
®©
3 CX — max 2 3 0 0 0
= b
S Baza | c; X, X, X, X, Xc
- Xq 1 0 1 -1
X, 05 | 1 0,5 4
Xg 4 0 0 16
C; —Z; 12
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1. Optymalizacja liniowa

1.3. Metoda simpleks dla zadania maksymalizacji

1.3.6. Kolejne iteracje (1/2)

lteracja 2

CX — max 2 3 0 0 0
b b/a
Baza | cj X4 Xo X3 Xy Xz
X3 0 1 0 1 -1 0 6 6
X, 3 0,5 1 0 0,5 0 4 8
Xs 0 4 0 0 0 1 16 4
Cj — Z; 0,5 0 0 -1,5 0 12

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem
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1.3. Metoda simpleks dla zadania maksymalizacji

1.3.6. Kolejne iteracje (2/2)

lteracja 3

CX — max 2 3 0 0 0 1
" Baza | cg X4 Xs X3 Xy Xz
e X | O 0 0 1 | -1 |-025| 2
c
= X, 3 0 1 0 05 |-0,125| 2
S X, 2 1 0 0 0 | 025 ]| 4
N
& Ci—Z 0 0 0 -1,5 |-0,125| 14
>
a . . . . . . .
O Poniewaz wszystkie wskazniki optymalnosci sg niedodatnie,
—i

zgodnie z kryterium optymalnosci rozwigzanie:
X(=4, X,=2, X3=2, X=0, x;=0

jest optymalne.
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1.3. Metoda simpleks dla zadania maksymalizacji

1.3.7. Interpretacja geometryczna (1/1)

@®©
=
=
=
@©
Q
©
T
'©
S
>
)
Qo
@)
—
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1.4. Przeglad poszczegolnych przypadkéw

1.4.1. Pierwsza dopuszczalna posta¢ bazowa (1/4)

Przykiad 1.2

W rozpatrywanym w przyktadzie 1.1 zadaniu programowania produkcji
taczne rozmiary produkcji majg by¢ rowne 5 jednostkom.

Model matematyczny:

Funkcja celu
f(X1,X5) = 2%, + 3X,

Warunki ograniczajace A,

2X, + 2%, <14 -
X; +2X,< 8 \_
4, <16 g
X+ X, =5
X120, Xx,20,

1. Optymalizacja liniowa

e}
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1.4 Przeglad poszczegdlnych przypadkéw

1.4.1. Pierwsza dopuszczalna posta¢ bazowa (2/4)

Metoda geometryczna

'

X2

1. Optymalizacja liniowa

Zbidr rozwigzan dopuszczalnych to odcinek o koncach W, (2, 3) 1 W,(4,1).
f(2, 3)=13 f(4, 1)=11

Rozwigzanie optymalne w punkcie W;.
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1. Optymalizacja liniowa

1.4.Przeglad poszczegdlnych przypadkéw

1.4.1. Pierwsza dopuszczalna posta¢ bazowa (3/4)

Zmienna sztuczna

(X1, X5 Xgy X4, Xs, Xg,) = 2X; + 3X, — 300Xz> max

2X; + 2%y + Xg =14
X, + 2X%, + X, = 8
4x, + Xe =16
X1 X, +Xs =5

X1, Xoy X3, Xgs X5, X2 0,

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem
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1.4. Przeglad poszczegdlnych przypadkoéw

1.4.1. . Pierwsza dopuszczalna posta¢ bazowa (4/4)

Pierwsza tablica simpleksowa

CX — max 2 3 0 0 0 -300 b
Baza Cg X1 Xy X3 X4 X5 Xg
X, 0 2 2 1 0 0 0 14
g X, 0 1 2 0 1 0 0 8
s Xe 0 4 0 0 0 1 0 16
= Xs -300 1 1 0 0 0 1 5
= c-Z 302 | 303 | 0 0 0 0 | -1500
S 4
= Ostatnia_tablica simpleksowa
3 CX — max 2 3 0 0 0 -300 b
g Baza Cg X4 X5 Xa X, Xc Xg
= X, 0 0 0 1 0 0 -2 4
Xe 0 0 0 0 4 1 -8 8
X, 2 1 0 0 -1 0 2 2
X, 3 0 1 0 0 0 -1 3
C- 2 0 0 0 -1 0 -301 13
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1. Optymalizacja liniowa

1.4. Przeglad szczegdélnych przypadkow

1.4.2. Zadanie sprzeczne (1/4)

Przyktfad 1.3

W rozpatrywanym w przyktadzie 1.1. zadaniu programowania produkcji
taczny rozmiar produkcji ma by¢ nie mniejszy niz 8 jednostek.

Model matematyczny:

Funkcja celu

f(X1,X5) = 2%, + 3X, —> max

Warunki ograniczajace
2X; + 2X,< 14
X; +2X,< 8
4x, <16
X+ X,238
X;=20, X,20,
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1.4. Przeglad szczegdélnych przypadkow

1.4.2. Zadanie sprzeczne (2/4)

Metoda geometryczna

\
N

4x, =16

X;+X, =8

1. Optymalizacja liniowa

I
0 N
Zb16r rozwigzan dopuszczalnych jest pusty
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1. Optymalizacja liniowa

1.4.2. Zadanie sprzeczne (3/4)

Pierwsza dopuszczalna posta¢ bazowa

1.4. Przeglad szczegdélnych przypadkow

Funkcja celu:

f(Xy, X5, X3, Xgs X5, Xg 5 X7 ) = 2X; + 3X, — 300X, — max

Warunki ograniczajace:

2Xq + 2%, + X3 =14
X + 2X, +X, =8

4, + X =16
X; +X%, —Xg + X, =8

X1y Xoy X3, Xg, X5, Xg, X720

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem
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1.4. Przeglad szczegdélnych przypadkow

1.4.2. Zadanie sprzeczne (4/4)

Tablice simpleksowe

Pierwsza tablica simpleksowa

cx—>max | 2 3 0 0 0 0 | 300 |
I Baza Cg X1 Xo X3 X, Xz Xg X7
= Xq 0 2 2 1 0 0 0 0 14
= X, 0 1 2 0 1 0 0 0 8
= X5 0 4 0 0 0 1 0 0 16
S X, | —300 | 1 1 0 0 0 1 1 8
N 5=7 302 | 303 | 0 0 0 | 300 | o0 [-2400
g Ostatnia tablica simpleksowa
=3 cXx—>max | 2 3 0 0 0 0 | —300
O b
: Baza Cg X4 X, X3 X, X5 Xg X7
= Xq 0 0 0 1 1 |-025| O 0 2
X, 3 0 1 0 05 | 0125 | O 0 2
X, 2 1 0 0 0 0,25 0 0 4
X, | =300 | 0O 0 0 | -05|-0125]| -1 1 2
C,— 0 0 0 |-1515|-37,625 -300 | 0 | -586
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1. Optymalizacja liniowa

1.4. Przeglad szczegdélnych przypadkow

1.4.3 Alternatywne rozwiagzania optymalne (1/4)

Przykiad 1.4

W rozpatrywanym przyktadzie 1.1 zadaniu programowania produkcji
zysk jednostkowy dla produktu P, zwigksza si¢ z 3 do 4 jednostek.

Model matematyczny:

Funkcja celu
f(X1,X5) = 2%, + 4X, —> max
Warunki ograniczajace
2X, + 2X,< 14
X, +2X,< 8
4, <16
X220, X,20,
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1.4. Przeglad szczegdélnych przypadkow

1.4.3. Alternatywne rozwigzania optymalne (2/4)

Metoda geometryczna

B/ 2%, + 4X, = 16

1. Optymalizacja liniowa
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1.4. Przeglad szczegdélnych przypadkow

1.4.3. Alternatywne rozwigzania optymalne (3/4)

Pierwsza dopuszczalna posta¢ bazowa

Funkcja celu:
f(X1y X5, X3, X4, Xg) = 2X; + 4X, — Max

Warunki ograniczajace:

©

E 2X1 + 2X, + Xg =14

c

= X; + 2X, + X, = 8

g 4X, X = 16

T X1y Xo, Xz, Xz, X5 = 0

S : : :

> Pierwsza tablica simpleksowa:

Q.

O CX — max 2 4 0 0 0 b

= Baza | cg X4 X, X, X, Xc
Xq 0 2 2 1 0 0 14
X, 0 1 2 0 1 0 8
X5 0 4 0 0 0 1 16

C—zZ 2 4 0 0 0 0

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem
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1.4. Przeglad szczegdélnych przypadkow

1.4.3. Alternatywne rozwigzania optymalne (4/4)

Tablice simpleksowe
Ostatnia tablica simpleksowa

CX — max 2 4 0 0 0
b b/a

- Baza | cg X4 Xs X3 Xy X5
% X3 0 1 0 1 -1 0 6 6
I= X, 4 0,5 1 0 0,5 0 4 8
© X5 0 4 0 0 0 1 | 16 4
&)
g C; — Z; 0 0 0 —2 0 16
2 Rozwigzanie alternatywne
>
g CX —> max 2 4 0 0 0 5
o Baza | cg X4 X, X3 Xy X5

X3 0 0 0 1 -1 |-0,25| 2

X, 4 0 1 0 0,5 [-0,125] 2

Xq 2 1 0 0 0 0,25 4

Ci—7Z 0 0 0 —2 0 16
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1. Optymalizacja liniowa

1.4. Przeglad szczegdélnych przypadkow

1.4.4. Nieograniczony zbior rozwigzan dopuszczalnych (1/10)

Przyktfad 1.5

W rozpatrywanym w przykladzie 1.1 zadaniu programowania produkcji
wystepuja jedynie ograniczenia dotyczace $rodka S;. Caltkowity rozmiar
produkcji nie moze by¢ mniejszy niz 3 jednostki.

Model matematyczny:

Funkcja celu

f(x1,X5) = 2%, + 3X, — max

Warunki ograniczajace
44 <16
X+ X, 23
X;=20, X,>0,
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1.4. Przeglad szczegdélnych przypadkow

1.4.4. Nieograniczony zbior rozwigzan dopuszczalnych (2/10)

Metoda geometryczna

1. Optymalizacja liniowa
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1.4. Przeglad szczegdélnych przypadkow

1.4.4. Nieograniczony zbior rozwigzan dopuszczalnych (3/10)

Pierwsze dopuszczalne rozwigzanie bazowe

Funkcja celu:

©

=

= f(Xy, X5, X3, X4) = 2% + 3X, = Max
©

R

I Warunki ograniczajace:

®©

=

2 Ax4 + X3 =16
9]

- X X —X,; =3

X1y X5, X3, X, 20
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1.4. Przeglad szczegdélnych przypadkow

1.4.4. Nieograniczony zbior rozwigzan dopuszczalnych (4/10)

Pierwsza tablica simpleksowa

S CX —> max 2 3 0 0

kS b
= Baza | cg X, X, X, X,

il

3 X | 0 | 0 | 0 | 1 | 0 | 16
g , | 3 | 1| 1| o |-1] 3
=

9 c—7 1] 0 | 0o | 3| 9
—
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1.4. Przeglad szczegdélnych przypadkow

1.4.4. Nieograniczony zbior rozwigzan dopuszczalnych (5/10)

Zadanie minimalizacji

1. Optymalizacja liniowa

[ 2%, + 3%, = 6
] ] -

Iof )
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1. Optymalizacja liniowa

1.4. Przeglad szczegdélnych przypadkow

1.4.4. Nieograniczony zbior rozwigzan dopuszczalnych (6/10)

Przyktad 1.6

Zuzycie srodka S; nie moze przekraczac 16 jednostek, taczna wielkos¢
produkcji nie moze by¢ mniejsza od 3 jednostek. Koszty jednostkowe,

zwigzane z wytwarzanie zarowno produktu P,, jak I P, wynoszg 2.

Znalez¢ plan produkcji, minimalizujacy koszty.

2X; + 2X, — min
4x, <16
X, + X, 23

X, =20, X, =20
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1.4. Przeglad szczegdélnych przypadkow

1.4.4. Nieograniczony zbior rozwigzan dopuszczalnych (7/10)

Metoda geometryczna

1. Optymalizacja liniowa

W, 1 W, - Alternatywne bazowe rozwigzania optymalne
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1.4. Przeglad szczegdélnych przypadkow

1.4.4. Nieograniczony zbior rozwigzan dopuszczalnych (8/10)

Postac bazowa i tablica simpleksowa

2X; + 2X, — min
44 +X3 <16

©

I= X, 20, x,=20

<

S :

N CX — min 2 2 0 0

T b

e Baza | cg X1 X, X3 Xy

S " X3 0 4 0 1 0 16

| X, 2 1 1 0 | -1 ] 3
C—z 0 0 0 2 6

L)

Wprowadzajac do bazy x, otrzymamy W,
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1.4. Przeglad szczegdélnych przypadkow

1.4.4. Nieograniczony zbior rozwigzan dopuszczalnych (9/10)

Przyktad 1.7

X, — X, —> Max

X, — X, 22
X, > 2
Xy, X, 20

1. Optymalizacja liniowa

/

Nieograniczona krawedz optymalna
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1.4. Przeglad szczegdélnych przypadkow

1.4.4. Nieograniczony zbior rozwigzan dopuszczalnych (10/10)

Postac bazowa i tablica simpleksowa

f(Xq, X5, X3, X4) = X7 — X, = Max

X — Xo — X3 =2
X, —X, =2
S Xy, Xoy Xa, X4 > 0
=
= Dodajac drugie rOwnanie do pierwszego otrzymujemy:
.g f(Xq, X9y X3, X4) = X1 — X, = MaXx
@ X4 —Xg3—X, =4
.C__G Xo — Xy =2
>
g X1y Xpy X3, X4 = 0
Qo
O CX — max 1 -1 0 0 5
= Baza | cjg Xy X, Xq X,
X4 1 1 0 -1 | -1
X, -1 0 1 0 -1 2
C—2 0 0 1 0 2
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1. Optymalizacja liniowa

1.4. Przeglad szczegdélnych przypadkow

Algorytm

© N o o0 B~ L M PE

1.4.5. Requly postepowania w metodzie simpleks (1/1)

Uzyskanie pierwszego rozwigzania bazowego.

Ocena optymalnosci rozwigzania.

Badanie niesprzecznosci zadania.

Identyfikacja rozwigzan alternatywnych.

Wybor zmiennej wprowadzanej do bazy.

Badanie nieograniczonosci funkcji celu i istnienia krawedzi optymalnej.
Wybor zmiennej usuwanej z bazy.

Sprowadzenie warunkOw ograniczajacych do postaci bazowej wzgledem

nowej bazy.
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1.5. Analiza wrazliwosci

1.5.1. Wspoétczynniki funkciji celu (1/4)

Przyktad 1.8

W rozpatrywanym w przyktadzie 1.1 zadaniu programowania
produkcji zysk z wytworzenia jednostki P, wynosi c;.

®©
=
o
= Model matematyczny:
©
o Funkcja celu:
= CX; + 3X, = max
Q)
S
= Warunki ograniczajace:
o 2X; +2x,< 14
—
X, +2%X,<8
4X, <16

X120, X,=0,
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1.5. Analiza wrazliwosci

1.5.1. Wspoétczynniki funkciji celu (2/4)

Ostatnia tablica simpleksowa

CX — max C, 3 0 0 0 b
Baza | ¢y X4 X5 Xq X, Xz
Xq 0 0 0 1 -1 —0,25 2
Xs 3 0 1 0 0,5 —0,125 2
X, C, 1 0 0 0 0,25 4
cC—2Z 0 0 0 -1,5 |-0,25¢c, + 0,375| 4c,+6

—0,25¢, +0,375<0 czyli ¢, >1,5

X5

1. Optymalizacja liniowa

(M
\
N
(AR RS
O CANI X
Y N 1
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1.5. Analiza wrazliwosci

1.5.1. Wspoétczynniki funkciji celu (3/4)

Przyktad 1.9

W rozpatrywanym w przyktadzie 1.1 zadaniu programowania
produkcji zysk z wytworzenia jednostki P, wynosi c,

®©

=

£ Ostatnia tablica simpleksowa

=z cxomax | 2 | ¢ | O 0 0 :

_‘r§ Baza | cj X4 Xo X3 Xy Xz

g Xq 0 0 0 1 -1 0,25 2

E X, C, 0 1 0 0,5 —0,125 2

O Xy 2 1 0 0 0 0,25 4

= C—2 0 0 0 |-05c,| 0,125¢c,-0,5 8 + 3¢,
-0,5¢,<0 i 0,125¢,-0,5<0

c, € [0, 4]
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1. Optymalizacja liniowa

1.5. Analiza wrazliwosci

Przykiad 1.10

1.5.1. Wspoétczynniki funkciji celu (4/4)

t.aczna analiza wrazliwos$ci dla produktow P, 1 P,.

CX — max C, C, 0 0 0 b
Baza Cq Xq Xo, Xq X4 X
Xq 0 0 0 1 -1 —0,25 2
Xo C, 0 1 0 0,5 —0,125 2
X1 Cy 1 0 0 0 0,25 4
cC—2Z 0 0 0 —0,5¢, [0,125¢, - 0,25¢,| 8 + 3c,
te, Po(4, 8)
—0,5¢,<0
0,125¢, — 0,25¢, < 0 [ =20
P,(1, 5[3)
c,>0,1¢c,>2cC A .
i ; ' O P20 ¢y
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1.5. Analiza wrazliwosci

1.5.2. Wspotczynniki wektora wyrazéw wolnych (1/4)

Przyktad 1.11

Po znalezieniu rozwigzania optymalnego zadania z przyktadu 1.1 okazato

si¢, ze dostgpna ilos¢ jednego ze srodkow ulegla zmianie.

% W jakim przedziale powinna si¢ znajdowac ta wartos¢, by znaleziona
= uprzednio baza optymalna generowata rozwigzanie dopuszczalne?
©
Q
N
= CX — max 2 3 0 0 0
b
g Baza Cg Xy X5 X3 Xy X5
Qo
O X3 0 0 0 1 -1 | -0,25 2
—
X, 3 0 1 0 0,5 [-0,125| 2
X4 2 1 0 0 0 0,25 4
Cj —Zj 0 0 0 -15 |-0,125| 14
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1.5. Analiza wrazliwosci

1.5.2. Wspotczynniki wektora wyrazéw wolnych (1/5)

Macierz odwrotna do postaci bazowej

Baza | X X, X3 Xy X b
Pierwsza iteracja X3 2 2 1 0 14
g X, 1 2 0 1 8
2 Xg 0 0 1 16
©
& Roiarars Baza || X, | X Xq Xy Xg b
-C_;G 0Zwlazanie X, 0 0 1 1 0,25 5
= optymalne X, 0 1 0 05 |-0,125| 2
Q.
O Xy 1 0 0 0 0,25 4
—i
X3 X9 X : _
S 1 -1 -0,25
1 2 2 4
Ag=lo0 2 1 Ag =10 05 -0,125
0 0 4 0 0 025 |
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1. Optymalizacja liniowa

1.5. Analiza wrazliwosci

1.5.2. Wspoétczynniki wektora wyrazéw wolnych (3/5)

Srodek S1
1 -1 -0,25] 9
Al=| 0 05 -0125 Xg = Ag
0 0 0,25 |
b, 1 -1 -025] (b |
b=|8 Aib=| 0 05 -0125|-| 8
16 0 0 0,25 | |16

b, —8-4>0, czyli b, >12.

Wymagana ilo$¢ srodka S1 jest z przedziatu [12, o)

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem
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1.5. Analiza wrazliwosci

1.5.2. Wspoétczynniki wektora wyrazéw wolnych (4/5)

Srodek S2

stad

1 -1 -0,25|

) oaA-liT

Al=| 0 05 -0125 X, =A;'b >0
s 0 0 0,25 |
O _ -
= 14] 1 -1 -0251[14] [0
S b=|b,| Ab= 0 05 —0125|-|b, [>]0
= 16 0 0 025 |[16] |0]
c 16
>
o
@
—

14 —b,-4>0, czyli b, <10
0,5b,-2>0,czyli b, > 4
4 < b, <10.
Wymagana ilos¢ srodka S2 jest z przedziatu [4, 10].
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1.5. Analiza wrazliwosci

1.5.2. Wspotczynniki wektora wyrazéw wolnych (5/5)

Srodek S3

1 ~1 —0,25 |
1 1
Al=| 0 05 —0125 Xy = AB b >0
0 0 0,25
(14 1 1 —0251][14] [O]
b = A'b=l 0 05 -0125|-|8 |>|0
b, | 0 0 025 ||b,| |O]

stad _
14—-8-0,25b, > 0, czyli b, <24

4—-0,125h, > 0, czyli b, <32
0,25b, >0, czyli b, >0
0<b, <24

1. Optymalizacja liniowa

Wymagana ilos¢ srodka S3 jest z przedziatu [0, 24].
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1.6. Zadanie minimalizacji (1/5)

Przyktad 1.12

Zadanie programowania produkcji

= Srodki Produkty

o . Zasoby
I= produkcji P, P,

S S, 2 2 14

= S, 1 2 8

s S, 4 0 16

Qo

O Koszty 2 3

—

Minimalny tgczny rozmiar produkcji to 3 jednostki.
Nalezy zaplanowac¢ produkcje zaktadu w taki sposob, aby
zminimalizowa¢ koszty produkcji .
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1.6. Zadanie minimalizacji (2/5)

Model matematyczny

Zmienne decyzyjne
X, - planowany rozmiar produkcji pro“dﬂcktu P,
X, - planowany rozmiar produkcji produktu P.,.
Funkcja celu L

f(xiX) = 2x+3%, —min A

Warunki ograniczajace .

2X, + 2X,< 14 \
X; +2X,< 8 -
4, <16
X+ X, 23

1. Optymalizacja liniowa

X;=20, X,2=0
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1.6 Zadanie minimalizacji (3/5)

Posta¢ bazowa
f (X1, X5, X3, X4 X5, Xg, X7) = 2X; + 3X, + MX;— min
2X, + 2X, + X5 =14,
X1+ 2X, + X, = 8,
4%, + X5 = 16,

)

= X{+ Xy - Xg + X, =3,

I= X1y Xy, X3, X4 Xg, Xg, X7 20

<

§ Pierwsza tablica simpleksowa

N ox-->min |2 3 0] 0 | 0] 0 | 300 ,

= Baza |c; X, X, Xa | X4 | Xe | Xg X,

3 Xq 0 2 2 1, 0 0] 0 0 14
X, 0 | 1 4 ol 1|0 o 0 8
Xc 0 4 0 0 0 1 0 0 16
X 300 1 1 0 0 0 0 1 3

Ci-Z; -298 -297 0 0 0 300 0 900
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1. Optymalizacja liniowa

1.6. Zadanie minimalizacji (4/5)

Kryterium optymalnosci dla zadania minimalizacji
Jezeli wartosci wszystkich wskaznikow optymalnos$ci sg nieujemne, to
rozpatrywane rozwigzanie jest optymalne. Jezeli cho¢ jeden ze wskaznikow

optymalnosci jest ujemny, to istnieje mozliwos¢ poprawy tego rozwigzania.
Kryterium wejscia dla zadania minimalizacji

Wybieramy najmniejszg wartoS¢ wskaznika optymalnosci. Odpowiadajacg mu
zmienng wprowadzamy do nowej bazy. Jezeli najmniejszej wartosci wskaznika
optymalnosci odpowiada wigcej niz jedna zmienna, to do nowej bazy
wprowadzamy zmienng o najnizszym numerze.

Kryterium wyjscia dla zadania minimalizacji

Obliczamy ilorazy kolejnych wyrazow wolnych przez odpowiadajace im
elementy kolumny wchodzacej do bazy dla tych elementow kolumny
wprowadzanej do bazy, ktore sg dodatnie. Baze opuszcza zmienna, dla ktorej
odpowiadajacy iloraz jest naymniejszy.
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1. Optymalizacja liniowa

1.6. Zadanie minimalizacji (5/5)

Ostatnia tablica simpleksowa

CX-->min 2 3 0 0 0 0 300
Baza | cg X, X, Xaq X, Xe Xq X b
X4 0 0 0 1 0 0 2 -2 8
X, 0 0 1 0 1 0 1 -1 5
Xe 0 0 -4 0 0 1 4 -4 4
X4 2 1 1 0 0 0 -1 1 3
Ci-Z; 0 1 0 0 0 2 298 6

Poniewaz wszystkie wskazniki optymalnosci sg nieujemne, a w ostatniej
bazie nie pojawia si¢ zmienna sztuczna, istnieje rozwigzanie zadania
wyjsciowego. Mamy:

X:=3, X,=0, X;=8, X,=4, X:=4, X=0

Wartos¢ funkcji celu wynosi 6. Brak rozwigzan optymalnych
alternatywnych.

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem 75



1.7. Dualizm w programowaniu liniowym

1.7.1. Symetryczne zadania dualne (1/2)

Przyktad 1.13

Srodki Produkty Zasob

. aso
% produkcji P, P, y
= S; 2 2 14
% S, 1 2 8
= S, 4 0 16
®©
g Zyski 2 3
Q.
O
-

Zminimalizowa¢ warto$¢ posiadanych zasoboéw srodkow, przy czym
warto$¢ Srodkow potrzebnych na wytworzenie jednostki kazdego
z produktow jest nie mniejsza od zysku jednostkowego dla tego produktu.
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1.7. Dualizm w programowaniu liniowym

1.7.1. Symetryczne zadania dualne (2/2)

Model matematyczny

Zmienne decyzyjne

Yy, - cena srodka S;
Yy, - cena srodka S,
Y5 - cena srodka S,

Funkcja celu

14y, + 8y, + 16y; — min

Warunki ograniczajace

1. Optymalizacja liniowa

2y, + Yy, +4y; 22
2y, + 2y, >3
Y1, Y2, Y320
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1.7. Dualizm w programowaniu liniowym

1.7.2. Zasady tworzenia pary zadan dualnych 1/5)

Symetryczne zadania dualne

2X; + 3X, — max 14y, + 8y, + 16y; — min
2X, +2X, <14 2y, + Y, +4y,>2
§ X; +2X, <8 2y, + 2y, >3
I 4 <16 Y1, Y2, Y320
= X1, X, > 0
ek
&)
©
N . 14 2 2
© —|*1 _ —
= C = [2 3] X = le b =18 A= 1 2
2 16 4 0
Q.
< y=[D1 Y2 Y3l
—i
CX — max yb — min
AX<Db YA>C
x>0 y>0
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1. Optymalizacja liniowa

1.7. Dualizm w programowaniu liniowym

1.

1.7.2. Zasady tworzenia pary zadan dualnych 2/5)

Symetryczne zadan dualne

Kazdemu warunkowi ograniczajagcemu jednego z problemow odpowiada
zmienna decyzyjna drugiego. Zmienng t¢ hazwiemy zmienng
komplementarng do danego warunku ograniczajacego.

Kazdej nieujemnej zmiennej decyzyjnej jednego z probleméw odpowiada
warunek ograniczajacy drugiego. Warunek ten nazwiemy warunkiem
komplementaraym do danej zmiennej decyzyjne;j.

Wektor wspélczynnikéw funkeji celu w jednym zadaniu staje sie
wektorem wyrazéw wolaych w drugim i odwrotnie, wektor wyrazow
wolnych w jednym zadaniu jest wektorem wspotczynnikow funkcji celu w
drugim z nich.

Kierunki optymalizacji dla zadan: prymalnego i dualnego sa przeciwne. O
ile zadanie prymalne jest zadaniem maksymalizacji, to w zadaniu dualnym
funkcje celu minimalizujemy.

Zwyroty nieréwnosci W warunkach ograniczajacych zadania prymalnego sa
przeciwne do zwrotow nierownosci warunkoéw ograniczajacych zadania
dualnego.
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1. Optymalizacja liniowa

1.7. Dualizm w programowaniu liniowym

1.7.2. Zasady tworzenia pary zadan dualnych (3/5)

Niesymetryczne zadania dualne
1. Kierunki optymalizacji dla zadan dualnych sg przeciwne.

2. Wektor wspoétczynnikow przy funkcji celu w jednym zadaniu staje sie
wektorem wyrazow wolnych w drugim, i odwrotnie, wektor wyrazow
wolnych w jednym zadaniu jest wektorem wspotczynnikow przy funkg;i
celu w drugim z nich.

3. Macierz wspotczynnikow w zadaniu dualnym jest macierzag
transponowang macierzy wspotczynnikow w zadaniu prymalnym.

4. Kazdemu warunkowi ograniczajgcemu jednego z problemow
odpowiada zmienna decyzyjna drugiego. Zmienng te nazwiemy zmienng
komplementarng do danego warunku ograniczajgcego.

5. Kazdej nieujemnej zmiennej decyzyjnej jednego z problemow
odpowiada warunek ograniczajgcy drugiego. Warunek ten nazwiemy
warunkiem komplementarnym do danej zmiennej decyzyjnej.
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1. Optymalizacja liniowa

1.7. Dualizm w programowaniu liniowym

1.7.2. Zasady tworzenia pary zadan dualnych (4/5)

6. Ograniczenia w zadaniu prymalnym i dualnym sg nastepujace:

a). Jezeli w zadaniu prymalnym i-te ograniczenie jest typu ,<" to
odpowiadajgca mu zmienna w zadaniu dualnym spetnia ZW|azek yi> 0.

b). Jezeli w zadaniu prymalnym i-te ograniczenie jest typu ,>", to
odpowiadajgca mu zmienna w zadaniu dualnym spetnia zwigzek y, < 0.

c). Jezeli w zadaniu prymalnym i-te ograniczenie jest w postaci rownosci, a
odpowiadajgca mu zmienna w zadaniu dualnym y; jest nieograniczona co do
znaku.

d). Jezeli w zadaniu prymalnym x; > 0, to odpowiadajgce tej zmienne;
ograniczenie w zadaniu dualnym jest typu ,>".

e). Jezeli w zadaniu prymalnym x; < 0, to odpowiadajgce tej zmiennej
ograniczenie w zadaniu dualnym jest typu ,<".

f). Jezeli w zadaniu prymalnym zmienna x; jest nieograniczona co do znaku,
to odpowiadajgce tej zmiennej ograniczenie w zadaniu dualnym ma postac
rownosci.
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1.7. Dualizm w programowaniu liniowym

1.7.2. Zasady tworzenia pary zadan dualnych (5/5)

Zadanie prymalne  Przyklad 1.14 Zadanie dualne
3X; + 2X, + 4X; — max 15y, + 18y, + 5y, — min
2X, —2X, + 3X3 <15 2y, +2y,— 2y, >3
2X, — 2X, + 3X3218 — 2y, —2y,— Y,<2
—2X;— X, + X3=5 3y, +3y,+ y,=4
X, =20, X, <0, X; —dowolne y,>0,y,<0,y,—dowolne

ZP jest zadaniem typy max wiec ZD jest zadaniem typu min.

Pierwsze ograniczenie w ZP jest typu ,,.<”, wiec w ZD y,> 0.

Drugie ograniczenie w ZP jest typu ,,>”, wiec w ZD Y,<0.

Trzecie ograniczenie w ZP jest typu ,,=", wigc w ZD Yy, przyjmuje dowolne
wartosci.

1. Optymalizacja liniowa

W ZP x, > 0, stad pierwsze ograniczenie w ZD jest typu ,,>".

W ZP x, < 0, stad drugie ograniczenie w ZD jest typu ,,<”.

W ZP X, jest dowolna, stad trzecie ograniczenie w ZD jest typu ,,=".
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1.7. Dualizm w programowaniu liniowym

1.7.3. Wlasnosci pary zadan dualnych (1/5)

Twierdzenie 1

Jezeli X 1y sg dowolnymi rozwigzaniami dopuszczalnymi odpowiednio
zadania prymalnego i dualnego, to wartosci funkcji celu w tych zadaniach
spelniajg zwigzek:

cXx <yb
Twierdzenie 2

Dla rozwigzan optymalnych X, y odpowiednio zadania prymalnego I

dualnego zachodzi zwiazek:
cX =Yyb

Twierdzenie 3 (o komplementarnosci)

Jezeli X 1 Yy sa rozwigzaniami optymalnymi odpowiednio zadania
prymalnego i dualnego, wéwczas zachodza zwiazki:

y(b—Ax)=0
(YA-c)x=0

1. Optymalizacja liniowa
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1.7. Dualizm w programowaniu liniowym

1.7.3. Wlasnosci pary zadan dualnych (2/5)

Zastosowanie twierdzenia o komplementarnosci

(T147 [2 2] ) )
y(b—AX) =[y,.y,.y:]||8 —12{1} =

X
g 16| [40[-°
=
= _ _
© 14 -2%x, —2X,
&)
N :[y11y21y3] 8 — X —2X =
& 116 —4x |
=
Qo
O
—

=V, (14— 2% = 2%, )+ Y,(8— %, —2X, )+ y,(16 —4%,) =0

y, (14 —2X, — 2x,) = 0
Yo( 8— X;—2%5)=0
Y3 (16 — 4x, )=0
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1.7. Dualizm w programowaniu liniowym

1.7.3. Wlasnosci pary zadan dualnych (3/5)

Zastosowanie twierdzenia o komplementarnosci (c.d.)

4 _2 2_ A
X, | _
(YA -C)X — IV, V.. ¥.] 11 2|-[2 3] L(l} —
2
\ 40 y

X
=2y, +y, +4y, -2 2y, +2y, —3{;} =

2

1. Optymalizacja liniowa

:(2y1+y2 +4y, _2)X1 + (ZY1+2yZ —3)X2 =0

2y, + Y, +4y;—2)x, =0
(2y, + 2y, —3)x,=0
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1. Optymalizacja liniowa

1.7. Dualizm w programowaniu liniowym

1.7.3. Wlasnosci pary zadan dualnych (4/5)
Przyktad 1.13

Zadanie prymalne Zadanie dualne
2X; + 3X, — max 14y, + 8y, + 16y, — min
2X, +2X, <14 2y, + Y, +4y;>2
X, +2X,<8 2y, + 2y, >3
4x, <16 Y1, Y2, Y320
X1, X, 20

Dane jest rozwigzanie optymalne zadania prymalnego: x,=4, X,=2.
Znalez¢ rozwigzanie optymalne zadania dualnego.

Warunki ograniczajace Warunki ograniczajace
zadania prymalnego zadania dualnego
2y1+ Y, tAy;=2
2:4+2-2<14 =vy,=0 2y, + 2y, =3
1-4+2-2=8
4.4 = 16 Yo + 4Y5 =2
2y, =3

yl - Ol y2 — 15, y3 S 0125
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1. Optymalizacja liniowa

1.7. Dualizm w programowaniu liniowym

Przyktad 1.16
Rozwigza¢ zadanie
—12x, — 121/, %5 + 8%/,x, — max
3Xy + X, — LHoXg — X, < -2
X; — 3X, — X3 + 6%, <3

Xiy oy X4 20

Otrzymujemy: y, = 4%, y, = 5/,
Optymalna warto$¢ f. celu = — 25%/,.
Z twierdzenia o komplementarnosci:

— -5 — 18 —
X;=0, X, =3/1g, X3=1/,,.%,=0

1.7.3. Wlasnosci pary zadan dualnych (5/5)

Zadanie dualne:
— 2y, — 3y, > min

3y, +y,20
y1— 3y, 212

—1Hoy, -y, =2 - 124,

-y, + 6y, > 81/,
Y1, ¥,20

v
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1. Optymalizacja liniowa

1.7. Dualizm w programowaniu liniowym

1.7.4. Ceny dualne i analiza wrazliwosci w ksztaltowaniu optymalnych planéw produkcji (1/5)

Przykiad 1.17

Rozwigzanie optymalne zadania, sformutowanego w przyktadzie 1.1
zaleca przyjecie planu produkcji, w ktorym nalezy wytworzy¢

X,= 4 jednostki produktu P,

X, = 2 Jednostki produktu P,.

Zysk wynosit wowczas 14 jednostek.

Zaistnialy mozliwosci zwiekszenia dostepnosci jednego ze srodkow
produkcji: S;, S, lub S,.

Ktora z nich jest najkorzystniejsza przy zatozeniu, ze bedziemy
wytwarza¢ zarowno produkt P, jak i P,?

Af. — przyrost warto$ci funkcji celu, zwigzany z przyrostem Ab; i-tego
zasobu.
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1. Optymalizacja liniowa

1.7. Dualizm w programowaniu liniowym

1.7.4. Ceny dualne i analiza wrazliwosci w ksztaltowaniu optymalnych planéw produkcji (2/5)

Srodek S,
Poczatkowa dostgpnosc¢ srodka S;: b,= 14

Przedzial zmiennosci:b,: [12, ).

Cena dualna: y,=0

Przyrost wartosci funkcji celu: Af; =y, - Ab, =0-Ab,; =0
Zwi¢kszenie dostepnosci Srodka S; nie zwi¢kszy zysku.

Srodek S,
Poczatkowa dostgpnosc b,= 8

Przedziat zmiennosci b,: [4, 10].
Maksymalny przyrost: Ab,= 10— 8 =2.
Cenadualna: y,=15
Przyrost wartosci funkcji celu
Af, =y, -Ab,=1,5-2=3.
Zwiekszajac ilosci Srodka S, do 10 jednostek otrzymujemy zysk
14 +3=17.
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1.7. Dualizm w programowaniu liniowym

1.7.4. Ceny dualne i analiza wrazliwosci w ksztaltowaniu optymalnych planéw produkcji (3/5)

Srodek S§

Poczatkowa dostgpnos¢ by= 16

Przedziat zmiennosci by: [12, 24].
Maksymalny przyrost:
Ab,=24—16=38.

Cena dualna: y,= 0,125

Przyrost wartosci funkc;ji celu:

1. Optymalizacja liniowa

Zwigkszajac ilo$ci Srodka S; do 24 otrzymujemy zysk14 + 1 = 15

Przy zalozeniu, ze bedziemy wytwarza¢ zaréwno produkt P, jak . i P,
najkorzystniej zwiekszy¢ ilos¢ srodka S, do ilosci maksymalnej 10
jednostek.
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1. Optymalizacja liniowa

1.7. Dualizm w programowaniu liniowym

1.7.4. Ceny dualne i analiza wrazliwosci w ksztattowaniu optymalnych planéw produkciji (4/5)

Przyktad 1.18

Po znalezieniu rozwigzania zadania planowania produkcji jednostkowy zysk dla
produktu P, ulegt zmienia i wynosi c, = 4.

Zaistniata ponownie mozliwos¢ zwiekszenia dostepnosci jednego ze srodkow
produkcji S;, S, lub S;. Ktora z nich jest najkorzystniejsza przy zatozeniu, ze

struktura rozwigzania optymalnego pozostanie niezmieniona?

Wykorzystamy wzor:
y = CgAg™
gdzie
Ag - macierz odwrotna do macierzy bazowej Ay dla rozwigzania
optymalnego zadania prymalnego,
Cg - wektor wspotczynnikow funkceji celu zadania prymalnego stojacych
przy zmiennych bazowych w bazie Ag .
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1.7. Dualizm w programowaniu liniowym

1.7.4. Ceny dualne i analiza wrazliwosci w ksztaltowaniu optymalnych planéw produkciji (5/5)

Dla S; i dowolnego przyrostu Ab, mamy Af, =y, - Ab,=0-Ab; =0
Dla S, maksymalny przyrost Ab, =2, stad Af, =y, -Ab,=2-2 =4,
Dla srodka S, maksymalny przyrost Ab, = 8, stad Af; =y; -Ab;=0-8 = 0.

Xs b
X 0 0 1 -1 [-025| 2
X, 0 1 0 0,5 [-0,125| 2
‘;5 X 1 0 0 0 0,25 4
o
c _ _
© 1 -1 -0,25 1 -1 -025
o Az' =0 05 -0,125 y=[0 4 2]{0 05 -0125/=[0 2 0]
= 0 0 025
T 0 0 0,25 | !
=
>
=3
O
-

Dla c, = 4 jedynie Ab, = 2 pozwala na zwi¢ckszeniem zysku, ktory wynosi
16 + 4 = 20.
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1. Optymalizacja liniowa

1.8. Przyktady wykorzystania optymalizacji liniowej

1.8.1. Planowanie produkcji z uwzglednieniem wykorzystania zasobéw pracy (1/6)

Przykiad 1.19 llos¢ roboczogodzin potrzebna do produkcji 100
Wydziat szklanek
1550 roboczogodzin Szklanki | rodzaju Szklanki Il rodzaju
przypisanych jest konkretnym 1 0,06 0,08
wydziatom, a 900 godzin moze 2 0,07 0,07
by¢ przydzielonych wedtug 3 0,09 0,06
uznania menedzera. 4 0,09 0,03
Zysk 2zt/sztuke 2,5 zl/szt
Przydziat zasobow pracy do wydziatow Dostepna liczba godzin
llos¢ roboczogodzin wytacznie dla wydziatu 1 500
llos¢ roboczogodzin wytgcznie dla wydziatu 2 400
llos¢ roboczogodzin wytacznie dla wydziatu 3 450
llos¢ roboczogodzin wytacznie dla wydziatu 4 200
llos¢ roboczogodzin dla wydziatu 1 lub 2 550
llos¢ roboczogodzin dla wydziatu 3 lub 4 350

Przygotowywany jest plan produkcji na nast¢pny miesigc. W jaki sposob nalezy
rozdzieli¢ godziny, bedace w gestii menedzera 1 jakg posta¢ bedzie mial optymalny plan
produkcji, maksymalizujacy zysk?
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1. Optymalizacja liniowa

1.8. Przyktady wykorzystania optymalizacji liniowej

1.8.1. Planowanie produkcji z uwzglednieniem wykorzystania zasobéw pracy (2/6)

Cel

Ustalenie takiego planu produkcji dla poszczegdlnych wydziatow, ktory
maksymalizuje zysk firmy.

Zmienne decyzyjne

X, — planowany rozmiar produkcji szklanek | rodzaju na wydziale 1,
X, — planowany rozmiar produkcji szklanek Il rodzaju na wydziale 1,
X5 — planowany rozmiar produkcji szklanek | rodzaju na wydziale 2,
X, — planowany rozmiar produkcji szklanek Il rodzaju na wydziale 2,
Xs — planowany rozmiar produkcji szklanek | rodzaju na wydziale 3,
Xz — planowany rozmiar produkcji szklanek 11 rodzaju na wydziale 3,
X, — planowany rozmiar produkcji szklanek | rodzaju na wydziale 4,
Xg — planowany rozmiar produkcji szklanek 11 rodzaju na wydziale 4.
(w setkach sztuk),

Xg — liczba godzin, bedacych do dyspozycji menedzera dla wydziatu 1,
X109 — liczba godzin, bedacych do dyspozycji menedzera dla wydziatu 2,
X1, — liczba godzin, bedacych do dyspozycji menedzera dla wydziatu 3,
X1, — liczba godzin, bedacych do dyspozycji menedzera dla wydziatu 4.
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1. Optymalizacja liniowa

1.8. Przyktady wykorzystania optymalizacji liniowej

1.8.1. Planowanie produkcji z uwzglednieniem wykorzystania zasobéw pracy (3/6)

Funkcja celu

200x; + 250x%, + 200X, + 250%, + 2005 + 250X, + 200X, +205X5 — max

Warunki ograniczajace

e ograniczenie czasu pracy dla wydziatu 1:
0,06x; + 0,08x, <500 + Xq

e ograniczenie czasu pracy dla wydziatu 2:
0,07X; + 0,07x, <400 + X4,

e ograniczenie czasu pracy dla wydziatu 3:
0,09%; + 0,06x; <450 + Xy,

e ograniczenie czasu pracy dla wydziatu 4:
0,02Xx;; + 0,03xg < 200 + X,

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem
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1. Optymalizacja liniowa

1.8. Przyktady wykorzystania optymalizacji liniowej

1.8.1. Planowanie produkcji z uwzglednieniem wykorzystania zasobéw pracy (4/6)

e ograniczenie czasu pracy bedacego do dyspozycji menagera tgcznie dla
wydziatu 11 2:

Xg + X;9 = 550,

e ograniczenie czasu pracy bedacego do dyspozycji menagera tacznie dla
wydziatu 3 1 4:

X11 T X1, = 350
e warunki nieujemnosci
X1) Xo.1 X31 Xg1 X5, Xg, X7, Xg1 Xgy X10, X113, X302 0

Rozwiazanie optymalne

X;=833333 Xx,=0 X3=0 X, =13571,43
X =0 Xg =7 500 X;=0 Xg = 18 333,33
Xg =0 X1p = 550 X1 =0 X1, = 350.

Maksymalna wartos¢ funkcji celu jest rowna 11 517 857,14.
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1. Optymalizacja liniowa

1.8. Przyktady wykorzystania optymalizacji liniowej

1.8.1. Planowanie produkcji z uwzglednieniem wykorzystania zasobéw pracy (5/6)

Interpretacija rozwiazania

e na wydziale 1 nalezy wyprodukowac¢ 833 333 szklanek I rodzaju 1 nie nalezy
produkowac szklanek II rodzaju,

e na wydziale 2 nie nalezy produkowac szklanek I rodzaju 1 nalezy
wyprodukowac 3 940 475 szklanek 11 rodzaju,

e na wydziale 3 nie nalezy produkowac szklanek I rodzaju 1 nalezy
wyprodukowac¢ 750 000 szklanek II rodzaju,

* na wydziale 4 nalezy wyprodukowac 2 750 000 szklanek, I rodzaju 1 nie
nalezy produkowac szklanek II rodzaju.

¢ 500 roboczogodzin, pozostajacych do dyspozycji menedzera, ktore mozna
przydzieli¢ dla wydziatu 1 lub 2 nalezy w catosci przydzieli¢ dla wydziatu 2,

¢ 350 roboczogodzin, pozostajacych do dyspozycji menedzera, ktore mozna
przydzieli¢ dla wydziatu 3 lub 4 nalezy w catosci przydzieli¢ dla wydziatu 4.
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1. Optymalizacja liniowa

1.8. Przyktady wykorzystania optymalizacji liniowej

1.8.1. Planowanie produkcji z uwzglednieniem wykorzystania zasobéw pracy (6/6)

Interpretacja rozwiazania (cd)

e optymalny plan produkcji przewiduje wyprodukowanie 833 333 szklanek |
rodzaju oraz

1357 143 + 750 000 + 2 750 000 =3 940 475

szklanek Il rodzaju. Zysk dla firmy przy zastosowaniu optymalnego planu
produkcji wynosi

2-833333+2,5-3940475=11517 853,5 7k

szklanek Il rodzaju. Zysk dla firmy przy zastosowaniu optymalnego planu
produkcji wynosi

2-833333+2,5-3940475=11517 853,5 7k

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem 08



1. Optymalizacja liniowa

1.8 Przykitady wykorzystania programowania liniowego

1.8.2. Zagadnienie diety (1/3)

Przykiad 1.20

Skladnik A - co najmniej 1000 jednostek,
Skladnik B - co najmniej 800 jednostek,
Skladnik C - co najmniej 1150 jednostek, co najwyzej 1700 jednostek.

Zawartos¢ skladnikéw w paszach:

: Sktadniki
Rodzaj paszy A B C Cena
Pasza 1 50 20 10 1800
Pasza 2 20 0 30 2200
Pasza 3 30 20 10 1300
Pasza 4 0 10 20 1500

Paszy 2 dostarczy¢ nie mniej niz 20 q,
Paszy 1 dostarczy¢ péttora razy wiecej niz paszy 3,
Nie wiecej niz 30 q paszy 3.

Jaka 1los¢ pasz zakupi¢, by zminimalizowa¢ koszty wyzywienia 1 sztuki bydia?
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1.8. Przyktady wykorzystania programowania liniowego

1.8.2. Zagadnienie diety (2/3)

Model matematyczny

Cel

Minimalizacja kosztow wyzywienia 1 sztuki bydta rocznie.

Zmienne decyzyjne

X, — planowana 1los¢ zakupionej paszy 1,

X, — planowana 1los¢ zakupionej paszy 2,

1. Optymalizacja liniowa

X3 — planowana 1los¢ zakupionej paszy 3,

X, — planowana 1los¢ zakupionej paszy 4,

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem 100



1. Optymalizacja liniowa

1.9. Przyktady wykorzystania programowania liniowego

1.9.2. Zagadnienie diety (3/3)
Funkcja celu

f(xq, X5, X3, X,) = 1800x,; + 2200x, + 1300x5 + 1500, — min

Warunki ograniczajace

Sktadnik A: 50x; + 20x, + 30X, > 1000

Sktadnik B: 20x, + + 20x; + 10x, > 800

Sktadnik C: 10x, + 30x, + 10x5 + 20x, > 1150
10x; + 30x, + 10x5 + 20x, < 1700

Pasza 2: X, > 20

Pasza 11 3: X, = 1,9X%;,

Pasza 3: X3 < 30

Warunki nieujemnosci: Xy, X,, X3, X4 =0

Rozwiazanie optymalne
X, = 21, X, = 20, X5 = 14, x, = 10. Optymalna wartos¢ funkcji celu 115 000.

Interpretacia rozwiazania

Nalezy zakupi€ 21 q paszy 1, 20 q paszy 2, 14 q paszy 3, 10 q paszy 4.
Koszt zwigzany z tym zakupem wynosi 115000 jednostek pienieznych.
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1. Optymalizacja liniowa

Pora na relaks
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