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6.1. Wprowadzenie

Stowa kluczowe

« Zadanie programowania nieliniowego
» Ekstrema globalne i lokalne

» Zbiory wypukle

* Funkcje wkleste i wypukle

e Zadanie programowania wypuklego

* Funkcja Lagrange’a

« Warunki Kuhna - Tuckera

« Zadanie programowania kwadratowego
e Zadanie zastepcze

« Zmienne sztuczne typu w iv

* Algorytm Wolfe’a

« Optymalny portfel akcji
« Zadanie Markowitza
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6.2. Zadanie programowania wypuktego

6.2.1. Zbiory wypukte i funkcje wypukle (1/5)

Ekstrema globalne i lokalne

n Fx)

6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa
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6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa

6.2. Zadanie programowania wypuktego

6.2.1. Zbiory wypukte i funkcje wypukle (2/5)

Przyktady zbiorow wypuktych i niewypukiych

vX,yeC VA el0]] AX+(1-A)yeC

Zbiory wypukle Zbior niewypukly
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6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa

6.2. Zadanie programowania wypuktego

6.2.1. Zbiory wypukte i funkcje wypukle (3/5)

Funkcje wypukte a ksztafty wypukle

funkcja wypukta

Y

funkcja wklesta

ksztatt
wklesty

ksztatt
wypukty

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem
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6.2. Zadanie programowania wypuktego

6.2.1. Zbiory wypukte i funkcje wypukle (4/5)
Definicje
Funkcja wypukla:

vX,yeW,vVAe[01] f(AX+(Q-AD)y)<AUAX)+0-1)f(y)

Funkcja wklesla:
f wklesta < —f wypukta

Funkeja liniowa: )
a(X)=p'X+q=>) p;X; +
j=1

Forma kwadratowa:

B(X)=x"Cx = ZZCU X,

=l j=1

6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa

Funkcja kwadratowa:

H(X)=p'x—x"'Cx

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem 6



6.2. Zadanie programowania wypuktego

6.2.1. Zbiory wypukte i funkcje wypukle (5/5)

Twierdzenia

Twierdzenie 6.1:

Funkcja liniowa jest jednoczesnie funkcjg wypukia 1 wklesta.

Twierdzenie 6.2:

Forma kwadratowa jest funkcja wypukta (wklesta) wtedy 1 tylko wtedy,
gdy macierz formy C jest nieujemnie (niedodatnio) okreslona.

6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa
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6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa

6.2. Zadanie programowania wypuktego

Zadanie programowania wypukiego

f(x) - max

6.2.2. Sformutowanie zadania programowania wypuktego (1/3)

91(x) =20 f(x) > max
gx)=0
Im(x) =20
9,(%) ]
g(x) =1 .......
9 (X))

Powyzsze zadanie jest zadaniem programowania wypuklego jezeli

f 1 wszystkie g; sa funkcjami wklestymi.
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6.2. Zadanie programowania wypuktego

6.2.2. Sformutowanie zadania programowania wypuktego (2/3)

Przyktad 6.1

A X2

f(xX) = x; + x, > max

9, ) =8—xi—x320 A(0,22)
gz(x)=x120
g;(X) =x, =0

6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa
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6.2. Zadanie programowania wypuktego

6.2.2. Sformutowanie zadania programowania wypuktego (3/3)

Przyktad 6.2

f (X, X,) =10%, +25x, —10%; — X5 —4X,X, —> max
X, + 2X%, <10
X+ X <9
X, X, =20

p' x —x'Cx — max
AX <b
Xx=0

C — macierz nieujemnie okreslona

ofal T B o] e[z

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem 10
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6.2. Zadanie programowania wypuktego

6.2.3. Warunki Kuhna-Tuckera (1/2)

Funkcja Lagrange’a

f(X) — max

gx)=0

L(x,y) = f(x) +yg(x)
Y =¥ veeer Yol

m
L(x1, XYy V) = f(X1, o X0) + Zyigi(xl, e Xp)
i=1

6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa
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6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa

6.2. Zadanie programowania wypuktego

6.2.3. Warunki Kuhna-Tuckera (2/2)

Sformutowanie warunkow

Warunek 1 V.L(x,y)=0 V,L(x,y)= {GL(X, y) oL (X, y)}
OX OX,

Warunek 2 yg(x) =0

Warunek 3 g(x)=>0

Warunek 4 y >0

Warunek Slatera

Twierdzenie 6.3:

Problem programowania wypuktego 1 problem Kuhna-Tuckera
opisane warunkami 1 - 4 sg sobie r6wnowazne.
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6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa

6.2. Zadanie programowania wypuktego

6.2.4. Wykorzystanie warunkow K-T do rozwigzywania zadan programowania wypuktego (1/5)

Przyktad 6.1 (c.d.)
f(X)=%x+X,
0,(x) =8-x —x; >0
9,(x)=% 20
gs(X) =X, 20

L(X0s X5, Y11 Yo Yg) = X + X, + Y1(8_X12 _Xg)"‘ Yo X +Ys5X,

Warunek 1: Warunek 3:
i=1—2y1x1+y2=0 0, (X) =8-x —x%; >0
o5 9,(x)=x 20
i:1—2y1x2+y3=0 95(X) =x, 20
OX,

Warunek 2: Warunek 4:

Yi(B=X —X; )+ ¥, % + Y5, =0 ¥,20,y,20,y; 20

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem 13



6.2. Zadanie programowania wypuktego

6.2.4. Wykorzystanie warunkéw K-T do rozwigzywania zadan programowania wypuktego (2/5)

Podziat zbioru rozwigzan dopuszczalnych na podzbiory

= Podzbiér 1 Podzbior 2

S

® X2 X2

g gl > O A ~q gl = O A

3 N

= 9,>0 A g,>0

T gs >0 _— ‘4, i 9; >0

§: O r B X1 O B X1

3

8 Podzbior 3 Podzbior 4

® 1 Xo

s X2

©

i g,>0 A T~ g,>0 A ~~.

S J2= | \\\ g, >0 \\\

© 9; >0 : ) 9, =0 ) _
O B X, O B X

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem 14



6.2. Zadanie programowania wypuktego

6.2.4. Wykorzystanie warunkéw K-T do rozwigzywania zadan programowania wypuktego (3/5)

Podziat zbioru rozwigzan dopuszczalnych na podzbiory (c.d.)

g Podzbior 5 Podzbior 6
8 A
©
_3 X5 Xp
g gl = A .-\\\ gl = A s\\
~ ' \ \
" g, = \ g, > 0 \
I 0 ' \ B \
‘§ g; > ﬂ___._é,_, 0; = I\ g
N 0 B X, 0 B X,
S
©
§ Podzbiér 7 ) Podzbior 8
N 2
®
g 9,>0 A T~ 9,=0 .
& g, = \\ g, = Zbior pusty
© U5 = ) _ ;=0
O B X4

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem 15



6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa

6.2. Zadanie programowania wypuktego

6.2.4. Wykorzystanie warunkéw K-T do rozwigzywania zadan programowania wypuktego (4/5)

Podzbiér 1
Warunek 1
oL Podzbior 1

—=1-2y;x+Yy,=0

9)
% 9,>0,9,>0,9,>0
oL
87:1—2)’1)(2 +Y; =0
2
ku 2 wynika, ze
Warunek 2 z warunku 2 wy Z
. y,=0,y,=0,y,=0
V. (B—X —X5) + Y, X + Y3X, =0
Warunek 3 Wstawiamy te wartosci do warunku 1
X)=4—%x>—x2>0
812(()()):)(125 ? 1-2-0-x,+0=0
95(X) =X, 20 1-2-0-x,+0=0
Warunek 4 czyli: 1 =0 - sprzecznos$¢

y120,y,20,y; 20
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6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa

6.2. Zadanie programowania wypuktego

6.2.4. Wykorzystanie warunkéw K-T do rozwigzywania zadan programowania wypuktego (5/5)

Podzbior 2
Warunek 1 Podzbidr 2
a—L=1—2y1x1+y2=O 9,=0,9,>0,9,>0
0%,
oL _,_, 5 z warunku 2 wynika, ze
— =1-2y X, +Y, =
axz yl 2 y3 y2 — O, y3 — O
Warunek 2 Wstawiamy te wartosci do warunku 1
Y1 (8—X —X;)+ Y, % +Y5X, =0 1-2y,x,+0=0
Warunek 3 1-2y,x, +0=0
0. (X) =4-X —X; oL 1
9,(X) =% 20 S22y, 2y,
I T el
Warunek 4 S
y;>0,y,>0,y,>0 X{=2,%=2,¥,=0,25,¥,=0,y;=0

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem 17



6.3. Metoda Wolfe’a

6.3.1. Warunki Kuhna-Tuckera dla zadania programowania kwadratowego (1/5)

Przeksztafcenia warunkéw ograniczajgcych
Przykiad 6.2 (c.d.)

f (X) =10x, +25x, —10x — X2 —4X,X, — max

X, +2%,<10 - g;(X, X)) =10-%;,—2%X,>0
X1+ %< 9 5 g,(X, %)= 9-%X— X =0
X4 > 0 > gy(xy, %)= X4 >0

X, 2 0 = g,(X, %) = X, >0

Y =1yo Voo ¥, ¥2

L (X0 %o, Y1 Va0 Yo 0 Y2 ) = 10X +25%, =10 —4%X, —X; +
+¥,10— % = 2%,) +Y,(9—X —%,) +yIx +yx,

6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa
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6.3. Metoda Wolfe’a

6.3.1. Warunki Kuhna-Tuckera dla zadania programowania kwadratowego (2/5)

Sformutowanie warunkow K-T

Warunek 1 V.L(x,y)=0
OL _ 10-20x,-4x,— y,-y,+y =0
OX,
oL _ 254X, —2X, -2y, -y, +Yy5 =0
OX,

Przenosimy wyrazy wolne na prawg stron¢
— 20X, —4X, = Y. Y, +yf =-10
—4X, =2X, =2y, - Y, "‘yg =—25
Mnozymy obie strony rownan przez (-1)

20X, +4X, + Y, +Y,—Yy: =10

6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa

4%, +2X, + 2y, +Y, —Yy5 =25

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem 19



6.3. Metoda Wolfe’a

6.3.1. Warunki Kuhna-Tuckera dla zadania programowania kwadratowego (3/5)

Sformutowanie warunkow K-T

Warunek 2 yg(x)=0

Y1(10 = X3 -2X)) +¥,(9 — X — Xp) + Y49 + Y%, = 0
Bilansowanie ograniczen
X, +2X,<10 — X, + 2X, + X, =10

X, +X,<9 — X +tX+x9=9
X,9=9—X;—X,>0

Po podstawieniu x,9 i x,4 Warunek 2 ma postac¢

6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa

Y1 %@+ Y0+ Y, %X+ Y%, = 0

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem 20



6.3. Metoda Wolfe’a

6.3.1. Warunki Kuhna-Tuckera dla zadania programowania kwadratowego (4/5)

Sformutowanie warunkow K-T

Warunek 3 g(x)=0

Warunek ten stanowi powtorzenie ograniczen rozpatrywanego zadania
03(Xy, Xp) =%, 20 04(Xy, X)) =X, 20
Uwzgledniajac zmienne bilansujace x,9 i X,9, mamy:
10-X%X;—X, -%x,9=0 9—X; —X,—X,9=0
X;>0,%X,20,%x,9>0,x,9>0
Przenosimy wyrazy wolne na prawa stron¢ 1 mnozymy przez (-1):
X, + 2%, + X, =10

X, + X, +x,9 = 9
X;20,%>0,%x9>0,x,9>0

6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa
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6.3. Metoda Wolfe’a

6.3.1. Warunki Kuhna-Tuckera dla zadania programowania kwadratowego (5/5)

Sformutowanie warunkow K-T

Warunek 4 y>0
Y120, y,20, y,%20, y, 920

Zestawienie warunkow w wykorzystywanej dalej kolejnosci:

d —

X1+ 2X, + X; =10
d —

X;+ X, +X,% =9

20%, +4%, + Yy, +Y,—Yy; =10
4%, +2X, +2Y, + Y, —Ys =25

d d d d
X1y X9, X719, %58, Y1, Vo, V1%, V0 20

6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa

d do vy d dy —
VX @+ YoXo8 4 Y 0% + Y9, =0

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem 22



6.3. Metoda Wolfe’a

6.3.2. Sformulowanie zadania zastepczego (1/1)

Zadanie zastepcze
W, + W, — min

X, + 2%, + X, =10
X, + X, + X, =9
20X+ 4X, Yt Y-y tw, =10
ax+ 2x; +2y1 Y, -V, tw,=25

X1, X, %19, %29, Y1, Yo, Yo%, Y08, Wy, w, >0
Pomini¢ty warunek:

VX + YoXo + Y% + Y%= 0

Pary zmiennych komplementarnych:

y, iox Y, 1 XS
y 40X Y0 1%,

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem 23
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6.3. Metoda Wolfe’a

6.3.3. Rozwigzanie zadania zastepczego (1/5)

Przebieg obliczen

:

‘_g cx>min | 0] 0 |0|O0O]|]O|O0]|]O|O0]|]1]1 )
;g Baza | Cz | X; | X [ XA X9y, [ Y, [ VOV wy | w,

e x4 | 0 2 /1/0|0]0|O0O|O0O|O0]|O0]10
X xd | 0 1 0] 1 o(0| 0| 0|09
§'~ w, | 1 |20 0| 0 1|-1/0/| 10110
S, w, | 1 |4]2]|0|0|2|21]|0]|-1]0]1]25
I -z |-24| 60|00 |-3|-2[1|1]0]0

©

S

S

(=]
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6.3. Metoda Wolfe’a

6.3.3. Rozwigzanie zadania zastepczego (2/5)

Przebieg obliczen (c.d.)

i

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem 25

:

‘_g cx—>min0000000011b
;g Baza | Cg | X; | X [ X4 X9 | Yy | Yy [ V4 V0| Wy | W,

~ x4 | 0 | 0[218|1]| 0 [0,05-005005 0 |-005 0 [95
< x4 | 0 | 0|08|0]| 1 |-005-005005 0 [-005 0 |85
§ x, | 0 | 1]02[0]| 0 |005005}-005 0 |005 0 |05
s w, [ 1 |0|22|0] 0{218]/08|02]|-1-02| 1 |23
N C;-Z, 0 |-12| 0| 0 |-1,8/-08]-02| 1 |12 0

©

S

S

©



6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa

6.3. Metoda Wolfe’a

6.3.3. Rozwigzanie zadania zastepczego (3/5)

Przebieg obliczen (c.d.)

cX—min 0 o |]0j0}| 0|00 |0]| 11
Baza | C5 | X | X | X% %% |y | Y, | ViYW | w, °
X, 0 -9 0 1,0 |-05(-05/05| 0 |-0,25] O 5
X, 0 -4 0 0| 1 |-0,25-0,25/0,25| O |-0,25 O | 6,5
X, 0 5 1 O 0 [0,25(0,25(-0,25] O [0,25] O |25
W, 1 -6 0 o0 (15/05/05| -1 |-05 1 |20

¢z, | 6] 0|00 15/-05/-05 1][15]0

i

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem
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6.3. Metoda Wolfe’a

6.3.3. Rozwigzanie zadania zastepczego (4/5)

Przebieg obliczen (c.d.)

3

‘_g cx>min [ 0| 0O |O0O|O|O0O|O|O|O]|1]1 )
;g Baza | Cg | X; | X [ X4 X9 | Yy | Yy [ V4 V0| Wy | W,

e y | O |18/ 0 |2 |0 |-2|-1|1|0]|-1]0 110
X xd | 0 |05 0 |-05/1 ] 0|0 |0|[0|O0]|O0]|4
¥ | x, |0 os5/ 1 ojofofo]of[o]o]o]s
S, w, | 1 |30 ([-12]0|2|1|0|-1|0]|1]15
I C;-Z; 3|0 |1]0o|-2|1]0|1|1]0

©

S

S

(=]
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6.3. Metoda Wolfe’a

6.3.3. Rozwigzanie zadania zastepczego (5/5)

Przebieg obliczen (c.d.)

Z twierdzenia Kuhna-Tuckera:
X; =0, X, =95 -rozwigzanie optymalne wyjsciowego zadania
programowania kwadratowego

©

§ exomin | 0 | 0 [olofolofofol1]1]
',E Baza | ¢z | X | X [ XA X9y, [ Y, [ VO Y| wy | w,

& ye | o |65 o [15] 0 | o [-05] 1 [-05] -1 |05][175
< x4 | 0 |05 0 |05/ 1|0 | 0|0 |0/|O0]|OF|4
2 x, | 0 |05 1 o5/ 0o o]ofo]o|o]s
= Y, | 0 [15] o |05/ 0] 1 ]o5] 005 0 |o5]75
3 ¢z |o|ofoloflojoloflo]1]1

©

S

S

©
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6.3. Metoda Wolfe’a

6.3.4. Przypadek ogélny (1/5)

Przyktad 6.3

f(X1,X5) = 10X, + 25X, — 10X,2— X% — 4X;X, —> max

X, +2X,< 10
—X;— X,<-9
X4 >0

X, 20

Zadanie zastepcze

v, + w; +w, — min

X, + 2%, + X,¢ =10
X, + X, — X, + Vv, =9
20%y + 4X, oY1= Yo Vi T W, =10
ax; + 2%, + 2y, - Y, —Y," W, =25

6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa

X1, X, X1%, X8, V1, Yo, Y19, Vo0, Vq, Wy, W, 20

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem 29



6.3. Metoda Wolfe’a

6.3.4. Przypadek ogolny (2/5)

lteracja 5

S

(o]

:§ cX—>min 0 0000000111b
;g Baza | Cg | X; | X [ XA X9 |y, | Yo [ VOV vy | Wy | W,
= X, 0 |05 1|05/ 0|0|0|0|0|O0|O|O]|S
™| y | 0o |15/ 0 [-05/ 0| 1 |05 0 [-05/ 0|0 [05]75
Q

| v | 0 |-165 0 |15/ 0 | 0 05| 1 |05/ 0 |-1|05]175
8 v, | 1 |05| 005 -1|/0|0]|0]|0]1 0| 4
N ¢z |05/ 0051|000 f0|0]|1]1
©

s

S

©

i
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6.3. Metoda Wolfe’a

6.3.4. Przypadek ogolny (3/5)

lteracja 6

i

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem 31

=

o

© cxomin | 0 | 0 O[O0 |O0O|O|O]O|1]|1]1

I~ b
;g Baza | Cg | X; | X [ XA X9 |y | Yo [ VO Y] vy | Wy | W,

P X, | 0 [05| 1 |05/ 0|0 |0|0]|0|0|0|O|S5
™| y. | 0 |15/ 0 |1|0|1|0|1|-1|0]|-1|1]25
Q

| v, | 0 |80 |3]|0 0|1 ]2]|-1|/0]-2|1]35
“8 v, | 1 |05/ 0105 -1]0]|0|0|0|1|0|0]|4
N ¢z |05/ 0051 |0]|0|0|0|0]|1]1

©

s

S

©



6.3. Metoda Wolfe’a

6.3.4. Przypadek ogélny (4/5)

Iteracja 7

Z twierdzenia Kuhna-Tuckera:
X; =8, X,=1 -rozwigzanie optymalne wyjSciowego zadania
programowania kwadratowego

=

o

© cx—>min00000000111b
ko)

;g Baza | Cg | X; | X [ XA X9 |y | Yo [ VOV vy | Wy | W,
M X, | 0 (0|1 |11 )0]|0]O0O|O0|-1|]0]O0]|1
™| y. | 0 [0 | 0 |-14/30| 1|0 |1 |-1|3]|-1|1 |145
Q

| Y, | 0 | 0| 0 |-30{-66| 0 | 1|2 |-1|66]|-2|1 299
28 x, [0 | 1|0 |-1|2]0|0]0]|0]2 0| 8
W ¢z |ojojojojo|oflo]jOo|O|1]1
©

s

S

©
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6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa

6.3. Metoda Wolfe’a

6.3.4. Przypadek ogélny (5/5)

Przyktad 6.4

f(X1,%5) = 10X, — 25X, — 10X,% — X, — 4%,X, — max

X, +2%X,<10
—X;— X, £-9
X1 >0

X, 20

Zadanie zastepcze

v, + W, > min

X, + 2%, + X,¢ =10
X, + X, — X, + Vv, =9
20xy + 4X, + Y1 = Yo=Yy +w; =10
—4%, — 2%, —2y1+Y, Y =25

d v d d \ d
X1, X9y X1% X% Y1, Yo, Y19, Y00, Vg, W0
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6.3. Metoda Wolfe’a

6.3.5. Reguty postepowania w metodzie Wolfe’a (1/1)

Algorytm
1.  Zapisanie warunkow Kuhna-Tuckera.

2.  Zapisanie zadania zastepczego:

a) Zmienne sztuczne typu w,
b) zmienne sztuczne typu v.

3. Rozwiazanie zadania zastepczego:
a) wybor zmiennej kandydujacej do bazy,
b) sprawdzenie, czy wybor zmiennej kandydujacej byt wlasciwy,
c) wybor zmiennej usuwanej z bazy,

d) badanie niesprzecznosci zadania.

6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa

4. Odczytanie rozwiazania zadania wyjsciowego.
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6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa

6.4. Optymalny portfel akcji

6.4.1. Oczekiwana stopa zysku i ryzyko portfela (1/2)

Podstawowe pojecia

Okresli¢ taki sktad portfela, ztozonego z akcji n spotek, by
zminimalizowac¢ ryzyko portfela, przy zatozonym z gory poziomie
oczekiwanego zwrotu.

Stopa zwrotu R ()= P.(t)-P:(t-1)

z i-tej akcji w okresie t | P.(t-1)

(t=1,..,T) &

Oczekiwana stopa zwrotu Ry = EZ R; (t)

Z I-tej akcji t=1

Udzialy akcji w portfelu > =1, X, >0
i=1

Oczekiwana stopa zwrotu s _ n .

portfela akcji =2 RiX

i=1
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6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa

6.4. Optymalny portfel akcji
6.4.1. Oczekiwana stopa zysku i ryzyko portfela (2/2)

Podstawowe pojecia (c.d.)

n n

Ryzyko (wariancja) » =2 2 XX SIS
portfela =
Odchylenie standardowe il )
stopy zwrotu 5= \/ T4 R(t)-R)

LY RO-RIRO-R,)

— > (R{t)-R )R ({t)-R.
Wspélczynnik korelacji . tzl | o J COV<RI’RJ)

’ SiS; SN

Zmodyfikowany wzor na Z“:Z”:XIXJ cov(R,R,)

wariancje¢ portfela o
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6.4. Optymalny portfel akcji

6.4.2. Optymalizacja portfela akcji jako zadanie programowania kwadratowego (1/7)

Sformutowanie zadania

anzn:xixjvij — min

= j:nl OTx — XxXTVX — max
2 Rix 2R, Rx >R,
i=1
n 1™x =1

D x =1
i=1

;>0dlai=1,..,n

V — macierz wariancji i kowariancji (V = [cov(R;, R;)]),

X, 0 1

6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa

X 0 1
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6.4. Optymalny portfel akcji

6.4.2. Optymalizacja portfela akcji jako zadanie programowania kwadratowego (2/7)

Przyktad 6.4

Notowania . .. .

(10 0
3 Spotka 1 | Spolka 2 | Spotka 3 | Spotka 4 | Spotka 5 Oczekiwane stopy zysku z akcji w okresie t w %
% 22-28 1232 gg-gg ;g-gg 2673-38 Spotka 1 | Spotka 2 | Spotka 3 | Spotka 4 | Spotka 5
3 5.00 | 1550 | 27550 | 27.80 | 66.50 299 | 362 | 366 | 112 | -222
S 5230 | 1550 | 270.00 | 29.30 | 65.70 192 | 159 | 265 | 221 | 076
- ' ' ' ' : 2.55 000 | 200 | 540 | -1.20
X 54.60 15.25 274.50 31.40 68.00
— 4.40 -1.61 1.67 7.17 3.50

58.30 15.20 290.00 29.80 69.00
© 6.78 -0.33 5.65 -5.10 1.47
:E 61.00 15.50 283.50 28.70 70.00 163 197 o4 369 145
S 61.90 15.50 281.00 29.00 69.00 148 0.00 20,88 105 143
Q 61.90 16.00 286.00 28.90 68.30 0.00 3.03 178 2034 101
;* 59.40 16.00 | 286.00 | 29.80 68.10 2,04 0.00 0.00 311 20,29
© 6420 | 1650 | 285.00 | 33.00 | 68.80 208 | 313 | 035 | 1074 | 103
> 66.60 | 16.90 | 272.00 | 3270 | 7150 374 | 242 | 456 | 091 | 392
'?; 64.30 17.20 265.00 34.50 73.90 213 282 2203 0.58 -1.86
S 64.30 17.30 267.00 34.00 74.00 0.00 0.58 0.75 -1.45 0.14
N 66.20 17.20 263.50 33.30 72.30 2.95 -0.58 -1.31 -2.06 -2.30
‘5. 67.60 18.60 265.00 32.90 72.40 211 8.14 0.57 -1.20 0.14
(@) 67.10 18.50 268.00 32.80 72.20 -0.74 -0.54 1.13 -0.30 -0.28
< 65.10 17.95 270.00 31.30 71.40 -2.98 -2.97 0.75 -4.57 -1.11

65.00 18.50 269.50 29.10 72.10 -0.15 3.06 -0.19 -7.03 0.98

64.00 19.15 270.50 31.00 73.50 -1.54 3.51 0.37 6.53 1.94
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6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa

Obliczenia pomocnicze

6.4. Optymalny portfel akcji

6.4.2. Optymalizacja portfela akcji jako zadanie programowania kwadratowego (3/7)

Oczekiwane stopy zysku z akeji w %

Spotkal | Spotka2 | Spotka3 | Spotkad | Spotka 5
R.
| 094 1.20 0.02 0.81 0.45
Macierz wariancji-kowariancji stép zysku
Spotka 1 | Spotka 2 | Spotka 3 | Spotka 4 | Spotka 5
Spotkal | 11.4312 | 1.1701 | 0.1232 | 1.6619 | 2.0254
Spotka 2 1.1701 | 7.7723 | 0.4983 | 1.1374 | 1.7056
Spoéika 3 0.1232 | 0.4983 | 5.1598 | -1.3094 | -0.6307
Spotka 4 1.6619 | 1.1374 | -1.3094 | 20.2858 | 2.2824
Spotka 5 2.0254 | 1.7056 | -0.6307 | 2.2824 | 4.3189
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6.4. Optymalny portfel akcji

6.4.2. Optymalizacja portfela akcji jako zadanie programowania kwadratowego (4/7)

Model matematyczny

Cel

Znalezienie portfela akcji minimalizujacego ryzyko o0 zadanej
oczekiwanej stopie zysku.

Zmienne decyzyjne
X, —udzial w portfelu akcji spotki 1,
X, —udzial w portfelu akcji spotki 2,
X3 — udziatl w portfelu akcji spotki 3,

X, —udzial w portfelu akcji spotki 4,

6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa

Xs —udzial w portfelu akcji spotki 5,
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6.4. Optymalny portfel akcji

6.4.2. Optymalizacja portfela akcji jako zadanie programowania kwadratowego (5/7)

Model matematyczny (c.d.)

Funkecja celu

f(X1, Xo0 Xa, Xy Xg) = [Xgs Xp0 X3, Xy Xe] = V= [Xg, Xo X5, Xy, X]T = Min
114312 11701 01232 16619  2.0254
11701  7.7723 04983 11374  1.7056
V= 01232 04983 51598  -1.3094  -0.6307
16619 11374  -1.3004 20.2858  2.2824
20254 17056  -0.6307  2.2824  4.3189

Ograniczenia
oczekiwany zysk z portfela ma by¢ wigkszy od 1%, czyli:
0,94x, + 1,20x, — 0,02x; + 0,81x, + 0,45%; > 1

udziaty akcji w portfelu sumujg si¢ do jednosci:
Xi t X+ Xg+ X, + X =1
warunki nieujemnosci:
X1y Xo, Xg, X4, X5 = 0

6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa
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6.4. Optymalny portfel akcji

6.4.2. Optymalizacja portfela akcji jako zadanie programowania kwadratowego (6/7)

Rozwinieta posta¢ zadania

(X0 Xy Xgy Xy, X5 ) =

11,4312 11701 01232 16619 2,0254] | X, |
11701  7,7723 0,4983 11374  1,7056| | X,
—[X, Xy, X5, X, %] | 01232 0,4983 51598 -1,3094 -0,6307| | X, | —> max
16619 11374 -13094 20,2858 2,2824| | x,
| 2,0254 17056 -0,6307 2,2824  4,3189] | X; |

przy warunkach ograniczajacych:
—0,94x, —1,20x, + 0,02 x, - 0,81x, — 0,45x. < -1
X4 + X, + X, +X, +XxX<1

6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa

X1y Xo X3, X4, Xs =2 0
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6.4. Optymalny portfel akcji

6.4.2. Optymalizacja portfela akcji jako zadanie programowania kwadratowego (7/7)

Rozwigzanie i interpretacja

Rozwiazanie optymalne
X, =0,2468 x,=0,5391 x,=0,0285 x,=0,1060 x.=0,0797

Interpretacja rozwiazania

Optymalny portfel, dla ktérego stopa oczekiwanego zysku jest nie
mniejsza niz 1% bedzie si¢ sktadat (w ujeciu wartoSciowym) w 24,68%
z akcji spotki 1, w 53,91% z akcji spotki 2, w 2,85% z akcji spotki 3, w
10,6% z akcji spotki 4 i w 7,97% akcji spotki 5. Ryzyko takiego portfela
wynosi /2 ~1,41

6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa
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6.4. Optymalny portfel akcji

6.4.3. Dwukryterialne zadanie poszukiwania optymalnego portfela akcji (1/5)

Przyktad 6.4

Cel

Szukamy takiego portfela akcji, dla ktorego ryzyko jest minimalne, a
oczekiwany zysk portfela — maksymalny.

Zmienne decyzyjne
X; —udzial w portfelu akeji spotki 1,
X, — udziat w portfelu akcj1 spotki 2,
X3 —udzial w portfelu akeji spotki 3,

X, —udzial w portfelu akcji spotki 4,

6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa

Xs —udziat w portfelu akcji spotki 5,
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6.4. Optymalny portfel akcji

6.4.3. Dwukryterialne zadanie poszukiwania optymalnego portfela akcji (2/5)

Model matematyczny

Funkeje celu

Minimalizacja ryzyka portfela

11,4312 11701 01232 16619  2,0254]

11701  7,7723  0,4983 11374 17056
[X,, %, X5, X,, %] | 01232  0,4983 51598 —1,3094 —0,6307 | [X,,X,, X5, X,, %] — min
16619 11374 -13094 20,2858  2,2824
2,0254 17056 -0,6307 2,2824  4,3189|

Maksymalizacja oczekiwanej stopy zysku portfela:
0,94x, + 1,2x, — 0,02x5 + 0,81x, + 0,45%; — max

Ograniczenia

6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa

Xp F X+ Xg+ X, + X =1
X1y Xo, X3y X4y X5 = 0
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6.4. Optymalny portfel akcji

6.4.3. Dwukryterialne zadanie poszukiwania optymalnego portfela akcji (3/5)

Metoda satysfakcjonujgcego poziomu kryteriow

Funkecja celu

(11,4312 11701 01232 16619  2,0254]
11701 7,7723  0,4983 11374 17056
[X, X5, X5, X,, X ] | 01232 0,4983 51598 —1,3094 —0,6307 | [X,, X,, X5, X,, X:]' —> min

16619 11374 -13094 20,2858  2,2824
| 2,0254 17056 -0,6307 2,2824  4,3189]

Ograniczenia
-0,94x, — 1,20x, + 0,02x, — 0,81x, — 0,45x; < -R,

X, + X, + Xg X, + Xe < 1

X, — X, — Xg—  X4— Xe < -1

6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa

X1y X5y Xgy Xyqy X5 =2 0
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6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa

6.4. Optymalny portfel akcji

6.4.3. Dwukryterialne zadanie poszukiwania optymalnego portfela akcji (4/5)

Wyniki obliczen
Parametry portfeli wyznaczonych dla zalozonych wartosci R,
Lp R, V, X, X, X, X, Xc
P, | 12 | 279 0 1 0 0 0
P, 1.15 2.42 0.1841 | 0.8104 0 0.0054 0
P, 1.1 2.20 0.2527 | 0.6594 0 0.0879 0
P, 1.0 2.00 0.2468 | 0.5391 | 0.0285 | 0.1060 | 0.0797
P. 0.9 1.83 0.2171 | 0.4671 | 0.0897 | 0.0986 | 0.1275
Pe 0.8 1.67 0.1874 | 0.3951 | 0.1510 | 0.0911 | 0.175%4
P, 0.7 1.53 0.1577 | 0.3231 | 0.2122 | 0.0837 | 0.2233
P, 0.6 1.43 0.1280 | 0.2511 | 0.2734 | 0.0763 | 0.2711
P, 0.5 1.36 0.0984 | 0.1791 | 0.3347 | 0.0689 | 0.3190
P.o 0.4 1.34 0.0687 | 0.1071 | 0.3959 | 0.0615 | 0.3668
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6. Optymalizacja wypukia i kwadratowa

Pora na relaks
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