Optymalizacja
dynamiczna

Tadeusz Trzaskalik



9.1. Wprowadzenie

Stowa kluczowe

« Wieloetapowe procesy decyzyjne
e Zmienne stanu

« Zmienne decyzyjne

* Funkcje przejscia

« Korzysci (straty etapowe)

» Wieloetapowa funkcja kryterium
» Strategia

» Strategia optymalna

« Optymalna realizacja procesu

» Dekompozycja

» Zasada optymalnosci Bellmana

9. Optymalizacja dynamiczna

* Wektorowa wersja zasady optymalnosci Bellmana
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9.2. Metoda programowania dynamicznego

Przyktad 9.1
Zadanie sterowania zapasami

Liczba etapow T=3
@
S Stan magazynu na poczatku pierwszego etapu y, =1
é Maksymalna mozliwos¢ uzupetniania zapasu w jednym etapie p,=4
S Maksymalne mozliwo$ci magazynowania h,=4
.-§, Popyt (taki sam w kazdym etapie) d, =3
Lg Koszty state uzupeiniania zapasu ki=8
%\ Jednostkowe koszty zmienne uzupelniania zapasu C,=2
8 Jednostkowe koszty magazynowania m, =3
o Pozadany stan magazynu na koniec ostatniego etapu Vreg =

Zminimalizowa¢ koszty zakupu i koszty magazynowania.
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9.2. Metoda programowania dynamicznego

9.2.1. Sktadowe wieloetapowego procesu decyzyjnego (1/3)

Opis procesu

Yy, - Stan procesu na poczatku etapu t,
(stan magazynu na poczatku etapu t)

X, - decyzja dla etapu t,
(wielkos¢ zamoOwienia, zwigzana z uzupetnieniem
zapasu)

Yy = Y + X, — d, - funkcja przejscia,

9. Optymalizacja dynamiczna

Yi={y,: 0<y,<h,} -zbiory stanow
dopuszczalnych dla etapu t.
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9. Optymalizacja dynamiczna

9.2. Metoda programowania dynamicznego

9.2.1. Sktadowe wieloetapowego procesu decyzyjnego (2/3)

Zbiory decyzji dopuszczalnych

1. Popyt w kazdym etapie musi by¢ zaspokojony
Yi % = d;

2. Zapasy na koncu etapu nie mogg przekraczac pojemnosci magazynu
yi t X —di <h

3. Nie mogg zosta¢ przekroczone mozliwosci uzupetniania zapasu
X; < Py

4. Wielkos¢, o ktorg uzupelniamy zapasy jest nieujemna
X =0

Xe (V) ={X%:0=<y,+x—d;<h, 0<x.<p,}
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9.2. Metoda programowania dynamicznego

9.2.1. Sktadowe wieloetapowego procesu decyzyjnego (3/3)

Funkcje kosztow etapowych

E(X,) - koszty uzupetniania zapasu w etapie t,

w(ye;) - koszty magazynowania w etapie t,

1gdyx; >0
sgn(x,) =<4 0gdyx; =0
—1gdy x; <0

G = k- AUX) +¢ - X

(Y1) = Mg Yeog = M- (Y + X —dy)

9. Optymalizacja dynamiczna

fi(YoX) = K -sgn(X)+ ¢, - X, + my - (y, + X, — dy)
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9.2. Metoda programowania dynamicznego

9.2.2. Zbiory standéw i decyzji dopuszczalnych (1/9)

Y, ={1}

S X,(1)={x; 0<1l+x,-3<4, 0<x, <4}
(&)
£
&
2> dla
< X,=0 0£1+0-3<4 czyli  0¢ X, (1)
g x,=1 0%1+1-3<4 czyli 1 ¢ X,(1)
C_EU Xx;,=2 0<1+2-3<4 czyli 2 e X,/(1)
= X, = 0<1+3-3<4 czyli 3 e X,/(1)
O x,=4 0<1+4-3<4 czyli 4 e X,(1)
(@))

czyli

Xl(l) :{2’ 31 4}
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9. Optymalizacja dynamiczna

9.2. Metoda programowania dynamicznego

9.2.2. Zbiory standéw i decyzji dopuszczalnych (2/9)

Etap 1 (c.d.)
Yo= Y1+ X —3
dla
X, =2 y,=1+2-3=0
X; =3 y,=1+3-3=1
X, =4 y,=1+4-3=2
czyli
Y,={0,1,2}
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9. Optymalizacja dynamiczna

9.2. Metoda programowania dynamicznego

9.2.2. Zbiory standéw i decyzji dopuszczalnych (3/9)

Y,={0,1,2}

X,0)={x,; 0<0+x,-3<4, 0<x,<4}

dla

czyli

X,=0 0£0+0-3<4
X,=1 0£0+1-3<4
X,=2 0£0+2-3<4
X,=3 0<0+3-3<4
X,=4 0<0+4-3<4

X(0)=13,4}

czyli
czyli
czyli
czyli
czyli

0 ¢ X,(0)
1 ¢ X,(0)
2 ¢ X,(0)
3 € X,(0)
4 € X,(0)
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9. Optymalizacja dynamiczna

9.2. Metoda programowania dynamicznego

9.2.2. Zbiory standéw i decyzji dopuszczalnych (4/9)

Etap 2 (c.d.)

Y,={0,1,2}

X(1)={x,; 0<1+x,-3<4, 0<x,54}

dla
X, =0 0£1+0-3<4
x,=1 0£1+1-3<4
Xx,=2 0<1+2-3<4
x,=3 0<1+3-3<4
x,=4 0<1+4-3<4
czyli

X,(1)=12,3,4}

czyli
czyli
czyli
czyli
czyli

0 ¢ X,(1)
1¢e X,(1)
2 € X,(1)
3 € X,(1)
4 € X,(1)
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9. Optymalizacja dynamiczna

9.2. Metoda programowania dynamicznego

9.2.2. Zbiory standéw i decyzji dopuszczalnych (5/9)

Y,={0,1,2}

X(2)={X,: 0<2+x,-3<4, 0<x,54}

dla

czyli

=0 O$2+0—3§4
=1 0<£2+1-3<4
=2 0<£2+2-3<4
= 0<2+3-3<4
=4 0<£2+4-3<4

czyli
czyli
czyli
czyli
czyli

X,(2)={1,23,4}

0 ¢ X,(2)
1 e X,(2)
2 € X,(2)
3 € X,(2)
4 € X,(2)

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem
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9.2. Metoda programowania dynamicznego

9.2.2. Zbiory standéw i decyzji dopuszczalnych (6/9)

Etap 3 (c.d.)

Y3=Y, t X =3
c
N
é’ y, =0 X, =3 y;=0+3-3=0
S Xy = y;=0+4-3=1
13 y,=1 X, = 2 y,=1+2-3=0
) X, =3 y;=1+3-3=1
R X, = y;=1+4-3=2
g Y, =2 X, =1 y,=2+1-3=0
O X, =3 y3=2+3-3=2
) X, = Y;=2+4-3=3

czyli
Y;={0,1,2, 3}
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9.2. Metoda programowania dynamicznego

9.2.2. Zbiory standéw i decyzji dopuszczalnych (7/9)

Etap 3 (c.d.)

Stan koncowy procesu jest ustalony i wynosi 0, stad:

X;0)= {x3:0<0+x;—-3=0}
Xg—3=0;X%X3=3

X;(1)= {x3:0<1+x;-3=0}
Xg—2=0;X%X3=2

X;2)= {x3:0<2+x;-3=0}
Xg— 1=0;x;=1

9. Optymalizacja dynamiczna

X;33)= {x3:0<3+x;-3=0}
X3 =0

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem 13



9. Optymalizacja dynamiczna

9.2. Metoda programowania dynamicznego

9.2.2. Zbiory standéw i decyzji dopuszczalnych (8/9)

Zestawienie
Y, ={1} X11)={2,3,4}

Y,=10,1,2} X(0)={3,4}
X(1)={23,4}%
X,(2)={1,234}

Y,={0,1,2,3} X,(0)={3}
X3(1)={2}
X3(2)={1}
X3(3)={0}
Y,={0}
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9. Optymalizacja dynamiczna

9.2. Metoda programowania dynamicznego

9.2.2. Zbiory standéw i decyzji dopuszczalnych (9/9)

Graf procesu

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem
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9.2. Metoda programowania dynamicznego

Wartosci liczbowe

9.2.3. Wartosci funkcji kosztéw etapowych (1/2)
Filyxe) = K - sgn(xy) + ¢« X+ my - (Y + % —dy)

f(0,3)=8-1+2-3+3-(0+3-3)=14
f(0,4)=8-1+2-4+3-(0+4-3)=19
f(1,2)=8-1+2-2+3-(1+2-3)=12
f(1,3)=8-1+2-3+3-(1+3-3)=17
f(1,4)=8-1+2-4+3-(1+4-3)=22
f(2,1)=8-1+2-1+3-2+1-3)=10
f(22)=8-1+2-2+3-(2+2-3)=15
f(2,3)=8-1+2-3+3-(2+3-3)=20
f(24)=8-1+2-4+3-2+4-3)=25
f(3,00=8-0+2-0+3-3+0-3)=0

9. Optymalizacja dynamiczna
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9. Optymalizacja dynamiczna

9.2. Metoda programowania dynamicznego

9.2.3. Wartosci funkcji kosztéw etapowych (2/2)

Graf procesu z kosztami etapowymi

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem
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9.2. Metoda programowania dynamicznego

9.2.4. Zasada optymalnosci Bellmana i rGwnania optymalnosci (1/11)

Zasada optymalnosci

Strategia optymalna ma t¢ wlasnos¢, ze niezaleznie od
poczatkowego stanu 1 poczatkowej decyzji, pozostate
decyzje musza stanowi¢ cigg optymalny ze wzgledu na

stan wynikajacy z pierwszej decyzji.

9. Optymalizacja dynamiczna

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem 18
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9.2. Metoda programowania dynamicznego

9.2.4. Zasada optymalnosci Bellmana i rGwnania optymalnosci (2/11)

14 (3) =@

g°50)=min {14} X*3(0) =3
075(0)=14

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem
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9.2. Metoda programowania dynamicznego

9.2.4. Zasada optymalnosci Bellmana i rbwnania optymalnosci (3/11)

Etap 3 (c.d.)

s

c

N

©

&

i 22 (4

>

o

=]

3 . 17 (3)

N

©

= 12 (2)

>~

S

o 14 (3) =@
g*3(1) =min {12} x*3(1) =2
g*5(1) =12
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9.2. Metoda programowania dynamicznego

9.2.4. Zasada optymalnosci Bellmana i rbwnania optymalnosci (4/11)

Etap 3 (c.d.)

s

c

N

©

&

i 22 (4

>

o

=]

3 . 17 (3)

N

©

= 12 (2)

>~

S

o 14 (3) =@
0*3(2) =min {10 } X*3(2) =1
g*3(2) =10
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9.2. Metoda programowania dynamicznego

9.2.4. Zasada optymalnosci Bellmana i rGwnania optymalnosci (5/11)

Etap 3 (c.d.)

s

c

N

©

&

i 22 (4

>

o

=]

3 . 17 (3)

N

©

= 12 (2)

Py

o

o 14 (3) =@
g*3(3)=min {0} X*3(3) =0
0*3(3) =0
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9.2. Metoda programowania dynamicznego

9.2.4. Zasada optymalnosci Bellmana i rownania optymalnosci (6/11)

0*,(0)=min {14 +14,19 +12 } x*,(0) =3
g*,(0) =28

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem
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9.2. Metoda programowania dynamicznego

9.2.4. Zasada optymalnosci Bellmana i rownania optymalnosci (7/11)

Etap 2 (c.d.)

25 (4)

22 (4

1 17 (3) ;. 17 (3)

12 (2)

9. Optymalizacja dynamiczna

g*,(1)=min {12 +14, 17 +12,22 + 10 } x*,(1) =2
g*,(1) =26
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9. Optymalizacja dynamiczna

9.2. Metoda programowania dynamicznego

9.2.4. Zasada optymalnosci Bellmana i rownania optymalnosci (8/11)

Etap 2 (c.d.)

25 (4)

22 (4 22 (4)
1 173 (1) 17 (3)
N/
12 (2)
12 (2)

19 (4)

0*,(2)=min {10+ 14, 15+12, 20+10, 25+0} Xx*(2)=1
g*,(2) =24

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem 25
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9.2. Metoda programowania dynamicznego

9.2.4. Zasada optymalnosci Bellmana i rownania optymalnosci (9/11)

0*(1)=min {12+ 28,17 +26,22+24} x*(1)=2
g*,(1) =40

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem
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9. Optymalizacja dynamiczna

9.2. Metoda programowania dynamicznego

9.2.4. Zasada optymalnosci Bellmana i rbwnania optymalnosci (10/11)

Stan poczatkowy y*, =

y*, = x*(1)=2
y*,=1+2-3=0
y*s=0+3-3=0
y*,=0+3-3=0

X3(3)=0

X1 (1) =2
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9.2. Metoda programowania dynamicznego

9.2.4. Zasada optymalnosci Bellmana i rbwnania optymalnosci (11/11)

Zestawienie

dlat=3
g;(ys) = min{fs()’y X;) i X3 € X3(Y3)}

dlat=2
05 (Y,) = Min{ (Y5, %)+ G5 (Y, + % —d,) 1 X, € X, (Y,)]

dlat=1
g;(yl) = min{fl(Y1v X,)+ g;(yl +X —d,) X € Xl(yl)}

9. Optymalizacja dynamiczna
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9. Optymalizacja dynamiczna

9.2. Metoda programowania dynamicznego

9.2.5. Reguly postepowania przy rozwiazywaniu zadan programowania dynamicznego (1/3)

Algorytm

1. Ustalamy liczbe etapow T rozpatrywanego procesu.

2. Definiujemy zmienne stanu y, (dlat =1, ..., T+1) i zmienne decyzyjne

X, (dlat=1, .., T).

3. Okreslamy posta¢ funkcji przejscia

Yiia= Qt (yt’Xt)'

4. Identyfikujemy zbior stanow poczatkowych Y, 1 zbior stanow

koncowych Yq,;.

5. Dlaetaput(t=1, ..., T):

a) okreslamy zbior stanéw dopuszczalnych Y,

b) dla kazdego stanu Yy, € Y, okreslamy zbior decyzji dopuszczalnych

Xi(yy).

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem 29



9.2. Metoda programowania dynamicznego

9.2.5. Reguly postepowania przy rozwiazywaniu zadan programowania dynamicznego (2/3)

Algorytm (c.d.)

6. Korzystajac z zasady optymalnosci Bellmana konstruujemy rownania
optymalnosci 1 rozwigzujemy je.

a) Etap T:
dr (Yr) =min{fr (Vr, %) 1% € Xp (yr)}— Xr (¥r)
b) Etapt (t=T-1, ..., 1):
0; (¥.) =min{f, (¥, %) + 00 (Vi) % € X (¥} X ()
przy czym yi., = Qi(yuXy)-

7. Ciag:

9. Optymalizacja dynamiczna

X (v):y, eYot=1..T]

decyzji optymalnych, wyznaczonych w kroku 6 stanowi strategic
optymalna.
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9.2. Metoda programowania dynamicznego

9.2.5. Reguly postepowania przy rozwiazywaniu zadan programowania dynamicznego (3/3)

Algorytm (c.d.)

8.  Znajdujemy optymalny stan poczatkowy Y; poréwnujac ze soba
warto$ci 0, (Y,) nastepujaco:

0 (¥2) = mex{g (v,):y, € Yy
0. Konstruujemy optymalng realizacje procesu:
y, optymalny stan poczatkowy X =% (Y;)
Yo = (Y7, %) Xz = X5 (Y5)

y; :QT—l(y;—le;_D Xr =Xr (Y7

Yr.a=Qr (Y7, %7)

9. Optymalizacja dynamiczna

(yf, X, yZ,xZ,...,y}f,x;) - optymalna realizacja procesu.
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9. Optymalizacja dynamiczna

9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9.3.1. Zagadnienie rozdziatu srodka (1/8)

Przyktad 9.2

Projekt | Projekt II
Przydzielona ilos¢ Srodka a b
Dochéd 2a? 3b?
Do W)_'korzystanla W nastepnym 0.7a 0.3b
okresie
Poczatkowa ilos¢ srodka 100 jednostek
Liczba okresow 3

Dokonac takiego rozdziatu srodka, by zmaksymalizowac¢ tgczny dochod
z realizacji projektow I 111

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem 32



9. Optymalizacja dynamiczna

9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9.3.1. Zagadnienie rozdziatu srodka (2/8)

Opis wieloetapowego procesu decyzyjnego

Stan procesu y, - ilos¢ srodka, jaka pozostata do dyspozycji na
poczatku tego okresu

Decyzja X; - 1lo$¢ srodka przydzielona na poczatku okresu t
na realizacj¢ projektu I

Funkcja
przejscia - Y1 =0,7% +0,3(y, — X,) =0,4x, + 0,3y,

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem 25



9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9.3.1. Zagadnienie rozdziatu srodka (3/8)

Zbiory stanow dopuszczalnych

®

£ Y1 ={100} Vi = 0,4% + 0,3y,
&

=) V. =1 30:

H ,=[30;70]

c

e Y;=[9;49]

=

o]

O Y,=[2,7:343]
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9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9.3.1. Zagadnienie rozdziatu srodka (4/8)

Decyzje dopuszczalne
Xi(y) = [0; v

- przydzieli¢ caty zasob $rodka na realizacje projektu | (czyli x, = y,),
- przydzieli¢ caty zasob §rodka na realizacje projektu II (czyli x; = 0),

- dokonac takiego rozdziatu srodka pomigdzy projekty, przy ktorym
ilosci srodka przydzielone poszczegdlnym projektom sg rozne od
zera (czyli X, € (0; y,)).

9. Optymalizacja dynamiczna

Funkcja korzysci

fo (Ve %) =2% +3(Y, — %)’
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9. Optymalizacja dynamiczna

9.3.1. Zagadnienie rozdziatu srodka (5/8)

9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

gg(Ys) = max{f3(y3, X3 X3 € X3(Y3)}:
= max{2x§ +3(Y; _X3)2 X3 € Xs(y3)}
U Y,

()

h;(X3) jest parabolg o ramionach skierowanych do géry

hy(X3) 4

\

> X3
Mamy: hs (Ys) = 2y3 hy(0) =3y
czyli: Js(Ys) =3y; X3 (Y3) =0

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem 36



9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9.3.1. Zagadnienie rozdziatu srodka (6/8)

Etap 2
05 (Y,) = max{f,(y,, X,) + g5 (0,4%, +0,3y,) : X, € X, (y,)}

= max{zé2 +3(y, —X,)* +3(0,4x, +0,3§)2 %, € X, (Y,)]

©

c

3 s

= h,(X,)

< h,(X,) jest parabolg o ramionach skierowanych do gory

>\

'g h2(X2) A

g \

N

[s

S

=

Q

®)

o> > %
Mamy: h,(y,) =347y h,(0) =3,27y;
czyli: 9,(y,)=347y? X:(¥2) =Y,
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9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9.3.1. Zagadnienie rozdziatu srodka (7/8)

Etap 1
g (v;) = max{f,(y,, %) + g5 (0,4% +0,3y;) 1 X, € X, (y,)}=

— max {22 +3(y, — X,)? +3,47(0,4%, +0,3y,)* : X, € X, (y)}
U _

o

S v

= hy (%)

i h,(X,) jest parabola o ramionach skierowanych do gory

>

© hi(x)) 4

ek

3

S

s

[

=

>

5

o o
Mamy: h.(y,) =3,70y; h,(0) =331y,
czyli: g;(yl) = 3’70y12 Xf(y1) =Y
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9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9.3.1. Zagadnienie rozdziatu srodka (8/8)

Optymalne realizacje procesu

dlay’, =100

@ y'; =100 X, =X (100) = 100

g y*, =70 X", = X",(70) = 70

g y*5 =49 X3 = X"5(49) = 0

% Y, = 14,7 Dochéd = 37 003

N diay',=80

% y*", =80 X", = Xx*1(80) = 80

3 y', =56 X", = X ,(56) =56
y 3 =39,2 X3 =X735(39,2) =0
y',=11,76 Dochod = 23 681,92
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9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9.3.2. Zagadnienie alokacji (1/13)

Przyktad 9.3

Wielko$é Projekt
(qv] . .
c przydzielonej kwoty | 1 11
g 0 0 0 0
§ 1 1,5 25 2.8
b= 2 2,5 4,1 4,5
) 3 4.0 55 6,5
= 4 5.0 6,5 78
g 5 6,2 75 9,0
g 6 7.3 8 10,2
o

Rozdzieli¢ fundusz pomiedzy projekty tak, by zmaksymalizowac
taczng wartos¢ zysku

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem 40



9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9.3.2. Zagadnienie alokacji (2/13)

Opis wieloetapowego procesu decyzyjnego

Stan procesu y, - kwota do dyspozycji ha poczatku etapu t,

Decyzja X; - wielkos¢ funduszu przekazana na realizacje¢
projektu

Funkcja przejscia

9. Optymalizacja dynamiczna

yt+1 - yt o Xt
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9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9.3.2. Zagadnienie alokacji (3/13)

Zbiory stanow i decyzji dopuszczalnych

Yi=16} Y3=Yo =%

» X,(6)={0,1,2,3,4,56}

5 v,={0,1,2,3,4,5,66}

: 2T RTR X(0)={0}

= Y,={0,1,2,3,4,5,6} Xy(1)={1}

g X,(0)={0} (o

L X(1)={0,1} i ta)

= X,(2)={0,1,2} x3(5):{5}

8 X2(3):{01 1’ 213} XB(G):{G}

o X,(4)={0,1,2,3, 4} ’
X,(5)={0,1,2,3,4,5} Ya=Y3 =X
X,(6)={0,1,2 3,456} Y,={0}
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9. Optymalizacja dynamiczna

9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9.3.2. Zagadnienie alokacji (4/13)

Graf procesu

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem
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9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

o f,(6;0)=0
= f,(6;4)=5
=

>

E f,(y,; 0) =0
fy(yy; 4) = 6,5
I

-

P

s f,(0; 0) =0
o f(4;4)=78

9.3.2. Zagadnienie alokacji (5/13)

Wartosc¢ funkcji korzysci etapowych

f(6:1) =15
f,(6: 5) = 6,2
f2(y2; 1) - 215
1:2(y2; 5) - 5!5
fy(1;1) =28
f3(5;9) =9

f(6:2)=25 f,(6;3)=4
f,(6:6)=7,3

fo(yn; 2) =4,1  f,(y, 3) =55
f,(y,; 6) =8

£,(2:2) =45 f,(3;3)=65
f,(6: 6) = 10,2
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9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9.3.2. Zagadnienie alokacji (6/13)

Rownania optymalnosci etap 3

95 (Ys) = max{f3(y3, Xg) X3 € X3(Y3)}

:
s GO=H00=0  x(©0)=0
= 0= f0)=28  xO-1
g 0,2 =1,22)=45  x(2)=2
EU g;(3) = f,(33) =65 X;(3)=3
5: g,(4)=1,(44)=78 X, (4) =4
. g5(5) = f,(5,5) =9,0 X;(5) =5

g, (6) = f,(6,6) =10,2 X, (6) =6
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9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9.3.2. Zagadnienie alokacji (7/13)

Rownania optymalnosci etap 2

95(Y,) = max{fz(Y2’X2) +05(Y, — X)X, € Xz(yz)}

0,(0)=0 Oraz  x;(0)=0

9,(1) = max{ f(L0)+ g;(l)} = maX{O ' 2'8} = max{2’8} =28 oraz % (0)=0

9. Optymalizacja dynamiczna

f,(11) + g5 (0) 2,5+0 2,5
f2(2;0) + 45(2) 0 + 4,5 4,5
g,=max- f,(2;1) + g5(1) p = max {2,5 + 2,8} = max {5,3} =53 oraz x(2)=1
41+0 4,1

f,(2;2) + g,(0)
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9. Optymalizacja dynamiczna

9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9.3.2. Zagadnienie alokacji (8/13)

Rownania optymalnosci etap 2 (c.d.)

95(Y,) = max{fz(Y2’X2) +05(Y, = %) 1 X, € Xz(Yz)}

g (3) = max

g3 (4) = max

(1,(3:0)+ g3 (3) (0+65 ) (6,5
9 3D+ g3*(2) . — max- A L — max?
f,(3;2)+95(1) 41+2,8 6,9
| f,(33)+95(0)] | 55+0 | 5,5)
(f,(4;0)+ g5 (4)] (0+78 ) 7.8)
f,(4:1) + g5 (3) 25465 9
f2 (4,2) + g;(Z) & = MaxXs 4,1+ 4,5 > = MaXx
f,(4:3)+g5(1) 55+2,8 8,3
[ F2(44) + 45(0) | 65+0 | 6.5)

L —7  oOraz X;(S)zl

8gl—g oraz X(4=1
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9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9.3.2. Zagadnienie alokacji (9/13)

Rownania optymalnosci etap 2 (c.d.)

95(Y,) = max{fz(Y2’X2) +05(Y, — X)X, € Xz(yz)}

(1,(5:0)+ g2 (5)] ([ 0+9 ) (9 )
f,(51) + g5 (4) 25+7,8 10,3
g, (5) = max; f2(5:2) + gE(S) - = max; e - = max; ke +=10,6 oraz x,(5)=2
f,(5:3)+ 9 (2) 55+4,5 10
f,(5,4) + g5 (1) 6,5+2,8 9,3
| f,(5;5) + g5 (0), | 75+0 | |75

9. Optymalizacja dynamiczna
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9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9.3.2. Zagadnienie alokacji (10/13)

Rownania optymalnosci etap 2 (c.d.)

95(Y,) = max{fz(Y2’X2) +05(Y, — X)X, € Xz(yz)}

g,(6) = max-

9. Optymalizacja dynamiczna

(1,(6:0)+95(6)]
f,(6:1) + 92(5)
f,(6;2) + 92(4)
f,(6:3)+9,(3)
f,(6;4) + g§(2)
f,(6;5) + g;(l)

> = Max-<

| f,(6;6)+ g,(0))

(0+10,2 ]
2,5+9
41+7,8
595+6,5
6,0+4,5
75+238

. = max-

| 8+0 |

10,2)
11,5
11,9
12
11
10,3

-=12 oraz  x,(6)=3
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9. Optymalizacja dynamiczna

9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9:(3’1) = max{fl()’r X ) + g;(Y1 — %)% € Xl(yl)}

9.3.2. Zagadnienie alokacji (11/13)

Rownania optymalnosci etap 1

g, (6) = max;

(,(6:0) + 0;(6)]
f,(6:) + 9;(5)
f,(6;2) + g5 (4)
f,(6:3) + 9, (3)
f,(6:4)+9,(2)
f,(6:5) + (1)

r = MaX-

-

0+12 )
1,5+10,6
2,5+9
4+7
5+5,3
6,2+2,8

| ,(6:6) + 9,(0)

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem

r = MaX-

| 7,3+0 |

(12

121
11,5
11
10,3
9

73

=121 oraz

J

X (6) =1
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9. Optymalizacja dynamiczna

9.3.2. Zagadnienie alokacji (12/13)

Optymalna realizacja procesu

9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

V=¥ —% =6-1=5 % =%(5)=2
V;=Y,-%=5-2=3 % =x(3)=3

Vo =VY;—% =3-3=0
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9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9.3.2. Zagadnienie alokacji (13/13)

Analiza rozwigzania optymalnego w zaleznosci od wielkosci funduszu

®

E Wielkos¢ * ) Optymalny cigg decyzji
£ funduszuy®, | 91V X", X, X5
S 1 2,8 0 0 1
s 2 53 0 1 1
§ 3 7,0 0 1 2
E 4 9,0 0 1 3
*E 5 10,6 0 2 3
O 6 12,1 1 2 3
o
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9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9.3.3. Dwukryterialne zagadnienie alokacji (1/12)

Przyktad 9.4

Wielkos¢ Modut 1 Modut 2 Modut 3

przydzielonej
g kwoty Zysk | Niezawodnos$¢ | Zysk | Niezawodnos$¢ | Zysk | Niezawodno$¢
N
O 0 0 0,9 0 0,9 0 0,9
§ 1 1,5 0,97 2,5 0,94 2,8 0,96
= 2 2,5 0,991 4,1 0,964 4,5 0,984
% 3 4,0 0,9973 5,5 0,9784 6,5 0,9936
E 4 5,0 0,9992 6,5 0,987 7,8 0,9974
2 5 6,2 0,9998 7,5 0,9922 9,0 0,999
5: 6 7,3 0,9999 8 0,9953 10,2 0,9994
o

Rozdzieli¢ posiadany zaséb srodka w taki sposob, by
zmaksymalizowa¢ 1aczng korzys¢ z dzialalnosci systemu

4

| zmaksymalizowa¢ jego niezawodnos¢.
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9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9.3.3. Dwukryterialne zagadnienie alokacji (2/12)

Kryterium zysku

f,1(6;0)=0 f,1(6;1)=15 f,1(6;2) =25 f1(6;3) = 4
f'(6;4)=5  f}6:;5)=62 f,%6,6)=73

f*(y,; 0) =0 f{(y5 1) =25 fHHy»2)=41 1y, 3)=55
'y 4) =65 1y 9) =55 f,}(y,;6)=8

f3*(y5 0) =0 f'(ys 1) =28  fif(y;;2) =45 f3'(y5: 3) =65
f'(ys 4) =78 3y 9) =9 f3'(ys; 6) = 10,2

9. Optymalizacja dynamiczna
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9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9.3.3. Dwukryterialne zagadnienie alokacji (3/12)

Kryterium niezawodnosci

£,2(6:0)=0,9 f26:1)=097  f26:2)=0,991  f,46;3)=0,9973

f,2(6; 4) =0,9992 f,2(6;5)=0,9998  f,2(6; 6) = 0,9999

f,2(y,; 0)=0,9 f,2(y,; 1) = 0,94 f,2(y,; 2) = 0,964 f,2(y,; 3) = 0,9784

£,2(y,; 4) = 0,9870  f,2(y,; 5)=0,9922 f,2(y,; 6) = 0,9953

f32(y5; 0) = 0,9 f32(y5; 1) = 0,96 fi2(ys; 2) = 0,984  f2(y,; 3) = 0,9936

9. Optymalizacja dynamiczna

f32(yq; 4) = 0,9974  f2(y,; 5) = 0,999 f32(y3; 6) = 0,9994
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9. Optymalizacja dynamiczna

9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9.3.3. Dwukryterialne zagadnienie alokacji (4/12)

Wektorowa funkcja kryterium
Skladowa 1 - zysk
(Y00 X0 Yai Xo, Y X3) = F1 (Y1, X) + 5 (Y2, %) + f5(Va0 %)

Skladowa 2 - niezawodnos¢

f 2(y1’ TR PIRCID L Xs) = flz(yp Xl) ) fzz(yw Xz)’ f32(y3, Xs)

F=[f!f?]
Dekompozycja etapowa
R (Yo%) = [ FA 0 %) £ (e )

Ocena modulu drugiego i trzeciego

Ocena modulu pierwszego lacznie z pozostalymi

Flo(FZ © Fs): [f11+(f21 + f31)’ f '(f22 ' f32)]
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9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9.3.3. Dwukryterialne zagadnienie alokacji (5/12)

Wektorowa wersja zasady optymalnosci Bellmana

Strategia sprawna ma t¢ wlasnos¢, ze niezaleznie 0d
poczatkowego stanu 1 poczatkowej decyzji, pozostale
decyzje musza stanowi¢ cigg decyzji sprawnych ze wzgledu

na stan wynikajacy z pierwszej decyzji.

9. Optymalizacja dynamiczna
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9. Optymalizacja dynamiczna

9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9.3.3. Dwukryterialne zagadnienie alokacji (6/12)

Wektorowe rownania optymalnosci etap 3

G, (Vs) = max {Fy (Vs %) : %5 € X5(¥s))

G. (0) = F,;(0,0) ={[0:0,9]} X3 (0) ={0}
G (1) = F, (11) ={[2,8:0,96]} X3 (1) = {1}
G; (2) = F5(2,2) ={[4,5:0,984]} X3(2) ={2}

G;(3)=F;(33)={[6509936]}  x3(3)={3}
G;(4) =F,(44)={[78099741}  x(4)={4}
G; (5) = F5(5,5) ={[9,0,0,999]} X3 (5) ={5}
G, (6) = F,(6,6) ={[10,2;0,9994]}  x,(6) ={6}

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem
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9. Optymalizacja dynamiczna

9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9.3.3. Dwukryterialne zagadnienie alokacji (7/12)

Wektorowe rownania optymalnosci etap 2

G;(Y2) Z'maX'{Fz(Yw)(z) OG;(Y2 —Xy) X, € Xz(Yz)}

G,(0) ='max'{[0;0,9]-[0; 0,91} ={[0; 0,81]} oraz X, (0) ={0}
{[0; 0,9]-[2,8; 0,96]} {[2,8; 0,864]}
G; (1) ='max —'max’ —[2,8:0,864]
[2,5;0,94]o[0: 0,9] [2,5;0,846]

oraz x, (1) ={&}
[ [0;0,9]0[4,5;0,984] ) [4,5;0,8856]
G, (2) ='max'{[2,5;0,94] - [2,8; 0,96] = max1 [5,3; 0,9024]  =[5,3; 0,9024]
| [41;,0,964]-[0;0,9] | [4,1;,0,8676] |

oraz x,(2) ={1}
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9.3.3. Dwukryterialne zagadnienie alokacji (8/12)

Wektorowe rownania optymalnosci etap 2 (c.d.)

9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

G, (Y,) :'maX'{Fz(Y2’X2) oGy (Y, —Xp): X, € Xz(Yz)}

G, (3) ="max's

9. Optymalizacja dynamiczna

G, (4) ='max's

[ [0:0,9]-[6,5;0,9936] |
[2,5;0,94]0[4,5; 0,984]
[4,1,0,964]-[2,8;0,9]

| [5,5;0,9784]-[0;0,9] |
[ [0;0,9]°[7,8;0,9974] |
[2,5;0,94] - [6,5; 09936]
[4,1;0,964]0[4,5; 0,984]
[5,5; 0,9784]+[2,8; 0,96]

[6,5; 0,8942]
[7;0,925] {
> =

F='max'<

[5,5: 0,8805]

- = max{[8,6: 0,9486]

| [6,5;0,987]-[0;0,9] |

[6,9; 0,9254]

[7,8;0,8977]
[9; 0,934]

[8,3; 0,9393]

~N

[6,5:0,8883]

[7:0,925] }

[6,9; 0,9254]

oraz X, (3)={1,2}

{ [9; 0,934] }
[8,6; 0,9486]

oraz X, (4)={12}

T.Trzaskalik: Wprowadzenie do badan operacyjnych z komputerem 60



9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9.3.3. Dwukryterialne zagadnienie alokacji (9/12)

Wektorowe rownania optymalnosci etap 2 (c.d.)

G;(yz) Z'maX'{Fz(yz’Xz) OG;(Yz —Xy) X, € Xz(Yz)}

qv]

c

N

o

§ [0;0,9]0[9;0,999] [ [9;0,899] |

>

S [2,5;0,94] < [7,8; 0,9974] [10,3; 0,9376]

g * [4.1; 0,964] - [6,5; 0,9936] [10,6:0,9578]|  ([10,6;0,9578]
= G, (5) ='max's * = maxy =

L [5,5; 0,9784] - [4,5; 0,984] [10:0,9627] | | [10;0,9627]
>

g [6,5; 0,987] - [2,8; 0,96] [9,3; 0,9475]

=2 | [7,5;0,9922]-[0;0,9] | [7,5;0,893] |

oraz X, (5)={2,3}
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9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9.3.3. Dwukryterialne zagadnienie alokacji (10/12)

Wektorowe rownania optymalnosci etap 2 (c.d.)

G;(Y2) :'maX'{Fz(Y2’ X;) OG;(Y2 —X;) i X, € Xz(Yz)}

[ [0;0,9]°[10,2;0,9994] | [10,2; 0,8995]
[2,5; 0,94]-[9; 0,999] [11,5;0,9391]
[4.1;0,964][7,8;0,9974] [11,9; 0,9615]

G, (6) ='max'y[5,5; 0,9784]-[6,5; 0,9936] r = maxy [12;0,9721]  =[12;09721]
[6,5;0,987]-[4,5; 0,984] [11;0,9712]
[7,5;0,9922]-[2,8; 0,96] [10,3;0,9525]

9. Optymalizacja dynamiczna

[8; 0,9953] < [0: 0,9] | [8;0,8958] |

J

oraz X,(6) ={3}
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9. Optymalizacja dynamiczna

9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

Wektorowe rownania optymalnosci etap 1

9.3.3. Dwukryterialne zagadnienie alokacji (11/12)

G, (y;) = max'{F1(Y11 X1) oGy (Y —%) 1% € X1(Y1)}

G, (6) ='max"

[ [0:0,9]0[12;0,9721] |

[15:0,97][10,6; 0,9578]
[15;0,97]°[10; 0,9627]

[2,5;0,991] < [9; 0,934]
[2,5;0,991] < [8,6; 0,9486]

[4;0,9973][7:0,925]
[4;0,9973]<[6,9; 0,9254]

[5; 0,9992] o [5,3; 0,0024]

[6,2;0,9998] o [2,8; 0,864]

[7,3:0,9999][0;0,81] |

= MmaxXj

[12;0,8749]

[12,1;0,9291]
[11,5; 0,9338]

[11,5: 0,9256]
[111:0,9401]

[11; 0,9225]
[10,9;0,9229]

[10,3;0,9017]
[9,0: 0,8638]]

[7,3;0,8099]

[12,1; 0,9291]
L= 1[11,5; 0,9338]
[111: 0,9401]

oraz X (6) ={L2}
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9. Optymalizacja dynamiczna

9.3. Przykiady wykorzystania optymalizacji dynamicznej

9.3.3. Dwukryterialne zagadnienie alokacji (12/12)

Rozwigzanie optymalne wektorowo

Niezdominowany wektor ocen | Rozwiazanie sprawne
12,1; 0,9291] X;=1, X,=2,%X3=3
11,5; 0,9338] X, =1, X,=3,X;,=2
11,1; 0,9401] X] =2, X=2,%X3=2
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9. Optymalizacja dynamiczna

Pora na relaks
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