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Wprowadzenie

Tablice, ktore stanowia podstawowa forme zapisu zmiennych niemetrycz-
nych, znane byly w historii juz ponad 2000 lat przed nasza era. Babilonczycy
wykorzystywali je do przedstawienia zaleznosci w pewnym systemie liczbo-
wym. Matematycy chinscy uzywali tablic liczbowych w obliczeniach, ktore
niewiele r6znily sie od znanej dzi§ tabliczki mnozenia. Cze$¢ etymologow uwa-
za za zrodlostow terminu ,,tablica” stowo ,,stol” (table), ktory w czasach $re-
dniowiecznych wykorzystywany byt do ukladania na nim naleznosci podatko-
wych od obywateli danego panstwa'.

W XVIII wieku, kiedy rozwingta si¢ statystyka panstwowa, tablice byly
wykorzystywane do opisu zasobow panstwa. Kluczowym okresem z punktu
widzenia statystyki jako nauki jest przetlom XIX i XX wieku, kiedy zaczgto ana-
lizowa¢ formalne wtasnosci tablic. Pionierem w tym zakresie byt Karl Pearson,
ktory wprowadzit po raz pierwszy pojecie korelacji nalezace do najbardziej fun-
damentalnych narzedzi opisu i interpretacji zjawisk w wielu dyscyplinach nau-
kowych, a takze zdefiniowal pojecie tablicy kontyngencji. Pearson, zainspiro-
wany problemem losowosci wynikow ruletki Monte Carlo, zdefiniowal takze
jako pierwszy wspotczynnik chi-kwadrat, dzigki czemu analiza zmiennych nie-
metrycznych wkroczyta w epoke rozwoju i zainteresowania naukowego, ktora
nadal trwa. W latach 1900-1912, réownolegle do Pearsona, prace nad analizg
tablic kontyngencji prowadzit takze Yule, ktory zdefiniowal miar¢ zalezno$ci

: Projekt zostal sfinansowany ze $rodkow Narodowego Centrum Nauki przyznanych na podstawie
decyzji numer DEC-2012/05/N/HS4/00174.
! Z. Sawinski: Zastosowania tablic w badaniach zjawisk spotecznych. IFiS PAN, Warszawa 2010.
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zwang wspolczynnikiem Yule’a, a takze pojecie ilorazu szans. W 1935 roku
Bartlett jako pierwszy zaproponowat metode estymacji najwigkszej wiarygodno-
$ci, a w latach nastgpnych Deming i Stephan wykorzystanie algorytmu dopaso-
wania iteracyjno-proporcjonalnego. Wilks natomiast zaproponowat iloraz wia-
rygodnos$ci, ktory jest alternatywny dla statystyki chi-kwadrat Pearsona,
natomiast jego modyfikacje zaproponowal Neyman.

Forma zapisu zmiennych niemetrycznych w postaci tgcznego rozkladu
zmiennych sprawila, ze tablice staly si¢ najdogodniejszym sposobem zapisu
wielu zmiennych. Wraz ze wzrostem liczby badanych zmiennych komplikuje si¢
sposob ich analizy. Zapotrzebowanie na wyspecjalizowane narzgdzia umozli-
wiajgce analize duzych zbioréw danych jest obecnie tak duze, ze wywotato ko-
niecznos$¢ rozwoju wyspecjalizowanych technologii. Wiek XX stat si¢ kluczo-
wym okresem przelomowym w analizie danych jakosciowych. W niniejszym
artykule przez dane jakoSciowe rozumiane beda zmienne mierzone na stabych
skalach pomiaru (skala nominalna, porzadkowa). W latach 60. powstaly wyspe-
cjalizowane metody analizy wielowymiarowych tablic kontyngencji pozwalaja-
ce na przedstawienie zalezno$ci zachodzacej pomiedzy dowolng liczng zmien-
nych. Metody te nazywane s3 modelowymi metodami analizy danych (mode!-
-based methods), gdyz w wyniku analizy buduje si¢ formalny model opisujacy
charakter zaleznosci zachodzgcej pomigdzy zmiennymi.

W niniejszym artykule zaprezentowane zostang modelowe metody przezna-
czone do analizy danych wielowymiarowych tablic kontyngencji. Celem artyku-
hu jest prezentacja zastosowania analizy logarytmiczno-liniowej w opisywaniu
zjawisk o charakterze ekonomicznym, a takze wykorzystanie prezentowanej
metody w programie R.

1. Modelowe metody analizy tablic kontyngencji

Analiza tablic kontyngencji pozwala na badanie zaleznoséci pomigdzy kilkoma
zmiennymi niemetrycznymi (nominalnymi lub porzadkowymi). Tradycyjnym spo-
sobem analizy zwigzku pomigdzy zmiennymi niemetrycznymi w tablicach dwu-
wymiarowych jest wyznaczenie wspotczynnika chi-kwadrat Iub innych statystyk
na nim opartych (Yule’a, Czuprowa, Cramera, Pearsona), ktore mowia jedynie
o sile i kierunku zaleznoS$ci. Taki sposdb pomiaru zaleznosci nalezy do metod nie-
modelowych. Gdy analizie poddana jest wielowymiarowa tablica kontyngencji,
wspotczynniki te stajg si¢ niewystarczalne i powinny wowczas zosta¢ zastosowane
metody modelowe, ktorych wynikiem jest formalny model opisu zaleznosci.
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W programie R tablice kontyngencji zapisane moga zosta¢ w postaci: case
form, frequency form lub table form. Moga one takze zosta¢ przeksztatcane z jednej
postaci w inng dzieki funkcjom: expand.dft(),as.data.frame(),
xtabs (~A+B), table(~A,B).

Jedng z modelowych metod pozwalajacych na opisanie struktury zaleznos$ci
pomiedzy zmiennymi nominalnymi oraz porzadkowymi jest analiza logaryt-
miczno-liniowa. Metoda ta pozwala na zbudowanie wielu modeli okreslajacych
strukture zalezno$ci pomigdzy zmiennymi mierzonymi na skali nominalnej, jak
i porzagdkowej. Ponadto metod¢ t¢ wyrdzniajg liczne wlasnosci, ktorych nie po-
siadaja niemodelowe metody analizy danych takie jak: mozliwo$¢ wizualizacji
wynikdbw w postaci zaawansowanych graficznych wykresow, wykorzystanie
znanej metody estymacji parametréw, szczegotowa analiza charakteru zalezno-
$ci oraz mozliwosc¢ analizy nieograniczonej liczby zmiennych i kategorii.

2. Analiza logarytmiczno-liniowa

Analiza logarytmiczno-liniowa pozwala na zbadanie zaleznosci pomiedzy
zmiennymi niemetrycznymi, mierzonymi zar6wno na skali nominalnej, jak
i porzadkowej, bez podziatu na zmienng zalezng i niezalezng. W analizie loga-
rytmiczno-liniowej role zmiennej zaleznej odgrywaja liczebnos$ci teoretyczne
o rozktadzie Poissona, natomiast zmiennymi objasniajagcymi sg zmienne nieme-
tryczne oraz ich kategorie.

Dla trojwymiarowej tablicy o liczebno$ciach empirycznych n,,
(h=1,..H,j=1,...,J,k=1,...,K) model logarytmiczno-liniowy okreslony jest
réwnaniem’:

In(m,, )= A+ 20+ 20 4 27+ 27 4 27 4 2% 4 407 )

gdzie:
m,,, oznaczaja liczebno$ci empiryczne, a A sg parametrami modelu wyznaczonymi

metoda najwickszej wiarygodnosci.

2 Y M.M. Bishop et al.: Discrete multivariate analysis. MIT Press, Cambridge, Massachusetts 1975.
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W celu wyznaczenia parametrow modelu spetniony jest warunek:

H J K
S =3 A =3 =0,
=1 j=1 k=1

H J H K J K
DA =2 Ay =X A = =Y A=Y A =0, @)
=1 =1 =1 k=1 =1 k=1

H J K

2 A =2 A’ =D A" =0

h=1 j=1 k=1

Gdy zmienne majg charakter porzadkowy, mozliwymi do zbudowania mo-
delami s3: jednorodny model asocjacji (uniform association), model efektow
wierszowych i kolumnowych (row-effects and column-effects model) oraz model
RC Goodmana (Goodman’s RC model, row and column effects model).

Modelem, ktéry wykorzystuje porzadek kategorii zmiennych wierszowych
oraz kolumnowych, jest jednorodny model o rownaniu:

In(m,, )= i+ 25+ 2 + Blu, —it)v, - 7). (3)
Model efektu wierszowego zdefiniowany jest jako:
ln(m,_l/.)= U+ + /fl/. +7, (v_/. - \7), 4)
natomiast model efektu kolumnowego mozna zapisac jako:
ln(mhj)=y+/1ff+ﬂ,§+z'j(uh—LT). (5)

Szczegodtowy opis modeli logarytmiczno-liniowych dla zmiennych porzad-
kowych znalez¢é mozna w pracy Masako Ishii-Kuntz’.

W analizie logarytmiczno-liniowej wykorzystywane sa formalne kryteria
pozwalajace na ocen¢ stopnia dopasowania modelu do danych. Naleza do nich
wspotczynnik chi-kwadrat i iloraz wiarygodnosci, kryteria informacyjne oraz
wspotczynnik determinacji.

W celu wyboru modelu najlepiej dopasowanego do danych wykorzystuje
sie wspotczynnik iloraz wiarygodnosci G* zdefiniowany jako*:

3 M. Ishii-Kuntz: Ordinal log-linear models. Sage University Paper Series on Quantitative Appli-
cations in the Social Science, Series No. 07-097. Sage, Beverly Hills, London 1994.

* A. Agresti: Analysis of ordinal categorical data. John Wiley & Sons, Hoboken, New Jersey
2010; A. Agresti: Categorical data analysis. John Wiley & Sons, Hoboken, New Jersey 2002;
R. Christensen: Log-linear models and logistic regression. Springer-Verlag, New York 1997;
Y.M.M Bishop et al., op. cit.
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s H J K My
G*=2) > > nyln . (6)

Wspdlczynnik ten wykorzystuje si¢ do porownywania ze sobg modeli sa-
siednich, budowanych wedle zasady hierarchicznosci’.

Kolejng statystyka stuzaca do porownania wickszej ilosci modeli jest kryte-
rium informacyjne Akaike AIC (Akaike Information Criteria)®:

AIC = G* = 2df , (7)

gdzie df oznacza liczbe stopni swobody.

Kryterium Bayesowskie BIC (Bayesian Information Criteria) jest drugim
kryterium postaci:

BIC =G* —df -Inn, (8)

gdzie n oznacza liczebnosé tablicy kontyngenciji’.

Minimalna warto$¢ kryteriow informacyjnych pozwala na wybor najlepszego
modelu logarytmiczno-liniowego. Ich istotg nie jest wskazanie modelu prawdziwe-
go, lecz modelu, ktoéry zapewnia najwigcej informacji o badanym zjawisku. Mier-
niki te shuzg takze do wyboru najlepszego modelu sposrod kilku badanych, dzigki
czemu badacz dysponuje obiektywnymi kryteriami wyboru modelu.

3. Wykorzystanie analizy logarytmiczno-liniowej
w programie R

W niniejszym badaniu wykorzystano dane sondazowe opublikowane przez
Radg¢ Monitoringu Spotecznego w raporcie ,,Diagnoza Spoteczna 2013. Warunki
i jakos¢ zycia Polakow”. Raport dotyczy czasu spedzanego przed telewizorem przez
osoby powyzej 18. roku zycia wzgledem wieku. Proba liczyta 26 307 respondentow.
W badaniu uwzgledniono dwie zmienne: czas oglgdania telewizji (0-1, 1-3, 3 1 wie-
cej godzin) oraz wiek (18-24, 25-34, 35-44, 45-59, 60-64, 65 1 wigcej lat).

5 S.E. Fienberg: The analysis of multidimensional contingency tables. ,,Ecology” 1970, No. 51,

s. 419-433; D. Knoke, P.J. Burke: Log-linear models. Sage University Paper Series on Quantitative

Applications in the Social Science. Series No. 07-020. Sage, Beverly Hills and London 1980.

H. Akaike: Information theory and an extension of the maximum likelihood principle. Proceed-

ings of the 2nd International Symposium on Information. Akademiai Kiado, Budapest 1973.

7 AE. Raftery: Choosing models for cross-classification. ,,American Sociological Review” 1986,
No. 51, s. 145, 146; G. Schwartz: Estimating the dimensions of a model. ,,Annals of Statistics”
1978, No. 6, s. 461-464.
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W celu oceny wspotwystepowania kategorii zmiennych oraz oceny sity za-
leznosci przeprowadzono klasyczng analiz¢ korespondencji, traktujac wszystkie
zmienne jako nominalne. Warto$¢ inercji catkowitej 4 = 0,0614 jest niewielka
1 wskazuje na brak zalezno$ci pomiedzy zmiennymi. Liczba wymiarow rzuto-
wania wynosi 2, z czego pierwszy wymiar wyjasnia 91,3% inercji catkowitej,
natomiast dwa wymiary wyjasniajg tacznie 100% inercji catkowitej. W sytuacji
tej metoda wspolwystepowania okazala si¢ nieskuteczna, a zalezno$¢ pomiedzy
zmiennymi nie zostata wykryta.

W celu przeprowadzenia poglebionej analizy zaleznosci pomigdzy opisanymi
zmiennymi mozna zastosowac analize logarytmiczno-liniowa. Metoda ta jest mo-
delowa analizg zaleznosci i pozwala na analize zmiennych o niewielkiej liczbie
kategorii. Uwzglednia takze porzadek kategorii zmiennych, co w analizie kore-
spondencji jest niemozliwe. Ponadto w wyniku przeprowadzonej metody wybrany
zostanie model opisujacy liczebno$ci teoretyczne. Zbudowane zostang modele
prezentujace rozne rodzaje zalezno$ci i uwzgledniajace porzadek kategorii zmien-
nych w r6éznych konfiguracjach, tzn. raz traktowane sa jako nominalne, a kolejny
raz jako porzadkowe. Zbudowane zostana nastepujace modele: jednorodny model
asocjacji, model efektow wierszowych oraz model efektow kolumnowych.

Warto$ci miernikéw oceny modeli przedstawiono w tabeli 1.

Tabela 1
Warto$ci miernikow oceny dopasowania modeli do danych

Model G 2 d f AIC
Model pelny 0 0 196,93
Jednorodny model asocjacji 190,10 9 369,03
Model efektow wierszowych 182,64 8 363,58
Model efektow kolumnowych 85,52 5 272,46
Model niezaleznosci 1606,60 10 1783,50
Model RC Goodmana 79,15 0 79,15

Sposréd zbudowanych modeli porzadkowych najlepsze dopasowanie do
danych zapewnia model efektoéw kolumnowych. Dla tego modelu zaréwno
wspoltczynnik G” = 85,52 przy liczbie stopni swobody rownej df = 5, jak i kryte-
ria informacyjne osiggaja najmniejsze wartosci. Widoczne jest to, ze warto$ci
parametréw dla interakcji pomigdzy wiekiem a rangami przypisanymi zmiennej
kolumnowej stale rosng (0,0595; 0,1763; 0,4348; 0,8631; 0,9656). Oznacza to,
ze dla danej kolumny dodatnie znaki parametrow wskazuja, iz wigcej obserwacji
pojawia si¢ w kolumnach reprezentujacych wysokie wartosci zmiennej porzad-
kowej, a mniej w kolumnach o nizszych warto§ciach w pordwnaniu z wystepo-
waniem niezalezno$ci zmiennych.
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Z przeprowadzonej analizy wynika, ze dla porzadkowych modeli logaryt-
miczno-liniowych uzyskane wyniki sg znacznie lepsze niz w przypadku modeli
dla zmiennych nominalnych. Wspoétczynniki G* we wszystkich trzech przypad-
kach (jednorodny model asocjacji, model efektéw wierszowych oraz model
efektow kolumnowych) osiagaja znacznie mniejsza warto$¢ niz w przypadku
modelu niezaleznosci. Przeprowadzone badanie pokazuje, ze modele porzadko-
we wypelniaja obszerna luke istniejaca pomiedzy modelem pelnym a modelem
niezalezno$ci, zapewniajac tym samym znaczng cz¢s$¢ informacji, ktorej analiza
nie jest mozliwa w przypadku zmiennych nominalnych.

W badaniach ekonomicznych nie zawsze dysponuje si¢ petng informacja na
temat zjawiska, a badana tablica kontyngencji moze zawieraé¢ zerowe liczebno-
$ci. W niniejszym badaniu przeprowadzono analiz¢ logarytmiczno-liniowg dla
tablicy kontyngencji zawierajacej zerowe komorki. Dane wykorzystane do ana-
lizy logarytmiczno-liniowej pochodza z Wyzszego Urzedu Gorniczego w Polsce
(www.wug.gov.pl) i dotycza tacznej liczby wypadkow w pracy w gornictwie
w 2013 roku. Zbudowano tréjwymiarowa tablice przedstawiajgca taczny rozktad
liczby ofiar wypadkow dla nastepujacych zmiennych:

— gobrnictwo (G) (gdérnictwo wegla kamiennego, gornictwo rud miedzi, gornictwo
odkrywkowe, gornictwo otworkowe, pozostate),

— zatoga (Z) (zatoga wlasna, firmy ustugowe),

— wypadki (W) ($miertelne, cigzko ranni, inne).

Dla badanej grupy liczacej 2588 wypadkéw tablica ma wymiary 2x3 x5
i sposrod 30 komorek 8 zawiera zerowe liczebno$ci. Analiza liczebno$ci troj-
wymiarowe;j tablicy wypadkéow w gornictwie pokazuje, iz kopalniami, w ktérych
najczesciej dochodzito do obrazen, byly kopalnie wegla kamiennego (w sumie
1482 wypadki wsrod gornikow pracujacych w zatodze wiasnej i 455 wypadkow
wsrdéd gornikdéw zatrudnionych w firmach ushlugowych). Najliczniejsza grupe
w$rod rannych stanowili gornicy nalezacy do komorki opisujacej poszkodowa-
nych w zatodze wlasnej, ktorzy odniesli inne obrazenia (1471 oso6b). Brak $mier-
telnych wypadkéw odnotowano natomiast w gérnictwie otworkowym 1 innym,
zarowno wsrod zatogi wiasnej, jak 1 wérod gornikoéw zatrudnionych w firmach
ustugowych. Brak powaznych wypadkéw odnotowano w gornictwie odkrywko-
wym, otworkowym oraz innym u gornikéw zatrudnionych w firmach ustugo-
wych. Ze wzgledu na to, ze badana tablica zawiera zerowe liczebnosci, nie jest
mozliwe przeprowadzenie analizy korespondencji, gdyZz metoda ta nie powinna
by¢ stosowana w przypadku tablic zawierajacych zera. W badanym przyktadzie
liczba wypadkoéw jest rezultatem wplywu procesow opisywanych zmiennymi
oraz interakcjami pomiedzy nimi. Ze zbioru wszystkich mozliwych modeli
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z trzema zmiennymi wybrano jeden model optymalny. Z przeprowadzonego
badania wynika, ze najlepszym modelem opisujacym liczbe os6b poszkodowa-
nych w wypadkach goérniczych jest model =zaleznosci homogenicznej
[GZ][GW][ZW]. Dla tego modelu iloraz wiarygodnosci 12, 804 przy df = 8,
z prawdopodobienstwem testowym p = 0, 118. Model ten jest modelem ztozo-
nym, gdyz zawiera wszystkie mozliwe interakcje pomiedzy zmiennymi. Ro6wna-
nie modelu zapisa¢ mozna w postaci:

Im(my, )= A+ 2 + 20+ 4] + 27 + 2 + Ay (9)

Model ten pozwala opisa¢ struktur¢ zalezno$ci zachodzacej pomigdzy
zmiennymi opisujacymi tablice kontyngencji z zerowymi komadrkami.
Dla modelu zalezno$ci homogenicznej mozna wyznaczy¢ reszty Pearsona
zdefiniowane jako:
~n,—m,
r; Wi = % . (10)

hj

Ich wartosci wskazuja na odchylenia kazdej liczebnosci tablicy od wyzna-
czonych na podstawie modelu liczebnosci teoretycznych. Im wieksze odchylenia
liczebnosci, tym model wykazuje stabsze dopasowanie do danych. Model z ze-
rowymi odchyleniami jest modelem doskonale dopasowanym do danych i takie
reszty zaobserwowac¢ mozna jedynie dla modelu petnego, w ktérym liczebnos$ci
empiryczne sg rowne liczebnos$ciom teoretycznym. Dla badanej tablicy kontyn-
gencji wyznaczono reszty Pearsona (10).

, , Wypadki = Smiertelne

Zatoga
Kopalnia Wtasna Firmy
Wegla kamiennego -0.04881384 0.06643288
Rud miedzi 0.88052887 -1.59913788
Odkrywkowa -0.68504600 1.03616781
Otworkowa 0.00000000 0.00000000
Inne 0.00000000 0.00000000
, , Wypadki = Inne
Zaloga
Kopalnia Wiasna Firmy
Wegla kamiennego 0.05118689 -0.09290097
Rud miedzi -0.04997587 0.07650800
Odkrywkowa 0.06189362 -0.15664216
Otworkowa -0.14914589 0.24983695

Inne -0.13960221 0.29520364
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, , Wypadki = Ciezko ranni

Zaloga
Kopalnia Wtasna Firmy
Wegla kamiennego -1.0247628 0.9399970
Rud miedzi -0.3443789 0.2915457
Odkrywkowa 0.4826143 -1.1015727
Otworkowa 0.5884987 -0.9790257
Inne 0.7487361 -1.4945057

Najwigksze odchylenia widoczne sa dla komorek odpowiadajacych gorni-
kom, ktorzy byli zatrudnieni w firmach ustugowych i ulegli $miertelnemu wy-
padkowi podczas pracy w kopalni rud miedzi (-1,5991) oraz byli cigzko ranni
podczas pracy w innych kopalniach (-1,4945) i w kopalniach odkrywkowych
(-1,1016). Zerowe odchylenia, ktére odpowiadajg zerowym liczebno$ciom empi-
rycznym, widoczne sg w komorkach dotyczacych wypadkow $miertelnych, kto-
re wydarzyly si¢ w zatogach wlasnych, jak i w firmach ustugowych.

Podsumowanie

Istnieje wiele metod analizy danych niemetrycznych w postaci tablic kon-
tyngencji. Wiekszo$¢ klasycznych metod ograniczona jest jedynie do analizy
zalezno$ci dwoch zmiennych nominalnych za pomocg klasycznych wspotczyn-
nikow zalezno$ci. W niniejszym artykule zaprezentowano analiz¢ logarytmicz-
no-liniowa, ktora wykorzystuje formalny model opisujacy zaleznos¢ zachodzaca
pomiedzy zmiennymi. Metoda ta z powodzeniem moze by¢ stosowana zarowno
dla zmiennych nominalnych, jak i porzadkowych. Ponadto zapewnia ona for-
malny model liniowy opisujacy strukture zaleznosci i uwzglednia interakcje
zachodzace migdzy badanymi zmiennymi. Dodatkowo wykorzystuje ona znang
metode estymacji parametréw — metod¢ najwigkszej wiarygodnosci. Metoda ta
nie wymaga tez spelnienia zadnych zatozen i moze by¢ stosowana dla dowolnie
duzej liczby zmiennych. Ponadto zaprezentowano model logarytmiczno-liniowy
dla tablicy kontyngencji opisujacej liczebnos¢ wypadkow w gornictwie wzgle-
dem trzech zmiennych nominalnych w roku 2013.

W niniejszym artykule zaprezentowano wykorzystanie analizy logarytmiczno-
-liniowej do analizy tablic kontyngencji zawierajacych zarowno zmienne nominal-
ne, jak 1 porzadkowe. Wybrano model najlepiej dopasowany do danych, dla ktore-
go odchylenia liczebnosci empirycznych od teoretycznych sa najmniejsze. Wszel-
kie obliczenia wykonane zostaty w programie R z wykorzystaniem pakietu 1oglm
oraz glm. Przy uzyciu analizy logarytmiczno-liniowej mozliwy jest rowniez opis
zaleznosci zachodzacych pomiedzy zmiennymi porzagdkowymi.
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MODEL-BASED METHODS FOR MULTI-WAY FREQUENCY
TABLES IN A PUBLIC OPINION SURVEY

Summary

The methods for analyzing cross-classified tables are usually to test relations be-
tween two variables taken one pair at a time. Further development of those methods
allowed to move from two dimensional tables to high dimensional tables, where dimen-
sionality of a cross-table refers to the number of variables. It allowed to transform non-
model-based to model-based methods providing the equation of a mathematical model,
the use of estimation method and variety of visualizing tools.

This paper describes how complex qualitative data may be described by a mathe-
matical model. One of the method presented is log-linear analysis.



