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ALGORYTM DLA WIELOASORTYMENTOWEGO
STOCHASTYCZNEGO ZADANIA
TRANSPORTOWEGO!

Streszczenie: W wieloasortymentowym zadaniu transportowym celem jest optymalizacja
transportu kilku (co najmniej dwoch) dobr od dostawcoéw do odbiorcow. W stochastycz-
nej wersji zadania wielko$ci popytu poszczegélnych odbiorcéw na poszczegodlne dobra
sa zmiennymi losowymi, a celem jest minimalizacja sumy kosztéw transportu i wartosci
oczekiwanej dodatkowych kosztoéw zwigzanych z realizacja dostaw w wielko$ci innej
niz rzeczywista realizacja popytu. W uogoélnionej wersji zagadnienia zaklada si¢ ponadto,
ze ilosci transportowanych dobr zmieniajg si¢ w czasie transportu. W pracy przedsta-
wiony zostal model zadania i zaproponowana metoda jego rozwigzywania.

Stowa kluczowe: uogolnione zadanie transportowe, stochastyczne zadanie transportowe,
wieloasortymentowe zadanie transportowe, metoda wyréwnan.

Wprowadzenie

W klasycznym zadaniu transportowym jednorodne dobro dostarczane jest od
dostawcow do odbiorcow. Dane sa w szczegolnosci jednostkowe koszty transportu,
wielko$ci podazy dostawcdw i1 wielkosci popytu odbiorcow. Celem jest znalezienie
takiego planu dostaw, ktory spelnia wszystkie ograniczenia podazowe i popytowe,
jednocze$nie minimalizujgc calkowity koszt transportu. Zmienne decyzyjne maja
podwojne indeksy — jeden indeks odpowiada dostawcy, drugi odbiorcy.

! Niniejsza praca powstata w ramach projektu ,,Optymalizacja nieliniowa w wybranych zastoso-
waniach ekonomicznych”. Projekt zostat sfinansowany ze srodkow Narodowego Centrum Nauki
przyznanych na podstawie decyzji numer DEC-2011/01/D/HS4/03543.
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W przypadku zadania wieloasortymentowego, transportowanych jest jedno-
cze$nie kilka towarow (co najmniej dwa). W tym przypadku zmienne sg potroj-
nie indeksowane — jeden indeks odpowiada dostawcy, drugi odbiorcy, trzeci zas
transportowanemu dobru.

W przypadku gdy ilo§¢ towaru zmienia si¢ w trakcie transportu (czy to na
skutek jego whasciwosci fizykochemicznych, czy tez zdarzen losowych), zasadne
jest rozpatrywanie ogolniejszego modelu, tzw. uogoélnionego zadania transportowe-
go (w literaturze polskiej zwanego réwniez zagadnieniem rozdziatu, ze wzgledu
na jedno z zastosowan; ang. Generalized Transportation Problem, GTP). Teoria
i wybrane zastosowania uogolnionych przeptywdéw, a w szczego6lnosci uogol-
nionych zadan transportowych przedstawione zostaty na przyklad w [Ahuja,
Magnanti i Orlin, 1993, rozdz. 15]. Rézne algorytmy rozwigzywania zadan z tej
rodziny mozna znalez¢ migdzy innymi w pracach [Glover, Klingman i Napier,
1972; Goldberg, Plotkin i Tardos, 1988; Ahuja, Magnanti i Orlin, 1993, rozdz. 15;
Wayne, 2002]. Wybrane zastosowania w praktycznych problemach gospodarczych
opisane zostaty w [Nagurney i in., 2013]. Szczeg6lny przypadek, czyli GTP, zostat
omoOwiony m.in. w pracach [Balas, [vanescu, 1964; Lourie, 1964; Balas, 1966].
W pracy [Anholcer i Kawa, 2012] autorzy wykazali zwiazek migdzy poziomem
reklamacji (czyli ogdlniej procentowym udzialem ilo$ci towaru, ktéra nie jest
dostepna u odbiorcy) a stopniem zlozonosci optymalnej sieci dystrybucji.

Stochastyczne zagadnienie rozdziatu to blizsza rzeczywistoSci wersja pro-
blemu, w ktérej popyt odbiorcow na poszczegdlne dobra nie jest znany. Zakta-
damy jednak, Ze znany jest jego rozkltad dla kazdego z odbiorcow. Stosujac podej-
$cie Dantziga—Madansky’ego, staramy si¢ zminimalizowa¢ wartos¢ oczekiwang
catkowitego kosztu transportu, dostaw, magazynowania itd. Szczeg6élny przypa-
dek tego typu zadania (stochastyczne zadanie transportowe, SGTP) byt analizo-
wany m.in. w pracach [Sikora, Runka i Pyrzynski, 1991; Sikora, 1993a; Anholcer,
2005; Anholcer, 2008a; Anholcer, 2008b]. We wszystkich tych pracach anali-
zowana byta metoda wyréwnan, w [Anholcer, 2005; Anholcer, 2008a] wykazano
jej zbieznos$¢ w jednej z ogélnych postaci. W [Anholcer, 2012] przedstawiono me-
tode oparta na zblizonej idei dla stochastycznego uogdlnionego zagadnienia
transportowego, a w pracy [Anholcer, 2015] — dla nieliniowego uogdlnionego
zagadnienia transportowego. Dowiedziono tez zbiezno$ci tej wersji metody, wy-
korzystujac m.in. twierdzenia o zbieznosci zawarte w [Bazaraa, Sherali i Shetty,
1993, rozdziat 7]. Tak zwang iteracyjng metode lasu (Forest Iteration Method)
dla stochastycznego zadania transportowego zaprezentowano w pracy [Qi,
1985], a uogodlniong jej wersje (iteracyjna metoda A-lasu, A-Forest Iteration
Method) — w pracy [Qi, 1987]. Stochastyczne zadania transportowe z dyskret-
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nym rozktadem popytu byly analizowane w pracy [Sikora, 1993a], zas$ jego
uogoblniona wersja — w [Anholcer, 2013]. W Zadnej ze znanych autorowi prac
nie zajmowano si¢ wieloasortymentowa wersja zagadnienia.

W niniejszym artykule zaprezentowany zostanie sposob wykorzystania
zmodyfikowanej metody wyrownan dla stochastycznego uogdlnionego wielo-
asortymentowego zadania transportowego. Kolejne rozdziaty zawieraja kolejno:
sformutowanie problemu, algorytm, wyniki eksperymentéw numerycznych i kon-
cowe wnioski.

1. Sformulowanie problemu

Niech i =1, ..., m oznacza indeks dostawcy, j = 1, ...,n indeks odbiorcy,
za$ k = 1, ...,p — indeks towaru. Dla wszystkich kombinacji indeksow dane sg
jednostkowe koszty transportu cik]- towaru k od dostawcy i do odbiorcy j, wiel-
kosci podazy af towaru k u dostawcy i i wielkoéci popytu b}‘ na towar k u od-

biorcy j. Celem jest znalezienie takiego planu dostaw, ktory spetnia wszystkie
ograniczenia podazowe i popytowe, jednocze$nie minimalizujac catkowity koszt
transportu. W klasycznym sformulowaniu problemu pojawiajg si¢ jeszcze ogra-
niczenia na taczng ilo§¢ towarow, jaka moze zosta¢ przetransportowana od po-
szczegolnych dostawcow do poszczegélnych odbiorcow. Ze wzgledu na ich
techniczny charakter i niewielki zwiazek z rzeczywistoscia, zostang one pominigte
w tej pracy. Przyjmujac, ze zmiana w ilo$ci towaru k przewozonego od dostaw-

cy i do odbiorcy j reprezentowana jest przez mnoznik ri’;, liniowe wieloasorty-

mentowe uogodlnione zadanie transportowe mozna zapisa¢ w postaci (oznaczmy
je przez GMTP):

i=1 ]=1 k=1
p.-w.
m
k. .k k =
Erijxij =b,j=1..nk=1.,p
=1
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W stochastycznej wersji problemu, wielko$ci popytu b}‘ nie sg determini-
styczne, ale dane jako ciggle zmienne losowe X]-k o funkcjach gestosci @ . Dla
kazdego odbiorcy j i towaru k znane sg jednostkowy koszt nadwyzki sj(}() ijed-
nostkowy koszt niedoboru sj(_i). Catkowita ilo$¢ towaru dostarczona do kazdego

z odbiorcow musi by¢ nieujemna, wigc funkcja oczekiwanego dodatkowego
kosztu zwigzanego z odbiorcg j i towarem k ma postac

xK oo
fj,k(x}‘) = sj(’? fo (x}‘ — t)(pj,k(t)dt + sj('i) L" (t — x}‘)q)j,k(t)dt.
J

Stosujac standardowe przeksztatcenia (w szczegdlnosci catkowanie przez
czegscei), mozna jg przeksztalci¢ do formy

k
xj

i) =50 - )+ (52 +52) [ opecrar
0

gdzie @; ; jest dystrybuantg popytu odbiorcy j na towar k. Latwo zauwazyc, ze
dla kazdego j i k, pierwsze dwie pochodne funkcji oczekiwanego dodatkowego
kosztu majg postac

fi(xf) = _SJ‘(,? + (Sj(.llx‘f) + SJ‘(.?) D (),
Fief) = (55 +5%) 0,

wigc kazda z funkcji fj . jest funkcja wypukly. Ostatecznie wige stochastyczne
uogoblnione wieloasortymentowe zadanie transportowe (SGMTP) ma postac

m n P n b
. _ k. k k
min{ f(x) = Z%”Q’j"‘ fj,k(xj)
i=1j=1k=1 j=1k=1
p.w.
m
k. k _ .k :_ —
Zrijxij—xj,j—l, Ln k=1,..,p,
i=1
n
kK _ k ;:_ _
Exij—ai,l—l, ,m, k=1,..,p,
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Zadanie to mozna przeksztalci¢ do postaci zblizonej do stochastycznego
uogoblnionego zadania transportowego (SGTP) na tyle, ze mozliwe bedzie jego
rozwigzanie za pomoca odpowiednio opracowanego wariantu metody wyrow-
nan. Przypomnijmy, ze SGTP to zadanie postaci:

miny f(x) = iicuxu + ifj(xl) ,
j=1 j=1

i=1j=
p- w.
m
Zrijxij = Xj,j = 1, e, n,
i=1
n
inj <a,i=1,..,m,
j=1

x;=20,i=1,..,mj=1,.,n

Jak wida¢, jedyna roznica jest wystgpowanie w SGMTP dodatkowego in-
deksu. Pomocnicze zadanie konstruujemy w ten sposob, ze taczymy w pary od-
biorcow i towary, tworzac ,,pomocniczych” odbiorcow. W ujeciu sieciowym
dziafanie to sprowadza si¢ do przeksztalcenia hiperkrawedzi (D;, 05, Ty,) w kra-
wedz w grafie dwudzielnym (D;, 0j ). W ten sposob zadanie z potrojnie indek-
sowanymi zmiennymi zmienia si¢ de facto w zadanie ze zmiennymi o podwojnych
indeksach. Funkcja dodatkowego kosztu jest okreslona dla kazdego z ,,nowych”
odbiorcow, jedyna roznica polega na tym, ze zakresy sumowania w przeksztal-
conym problemie sg inne niz w SGTP.

2. Metoda rozwiagzywania

Aby rozwigza¢ zadanie za pomocg metody wyréwnan, wprowadzamy do-
datkowe zmienne x;qx. Przyjmujemy przy tym, ze c;ox = 0,750x =1 dla
i=1..mk=1.,p i for(x¥)=0 dla k=1,..,p. Wéwczas zadanie
przyjmuje nastepujaca postac:
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Warunki KKT dla tego zadania moga zosta¢ zapisane w nastepujacej postaci
(i=1..,mj=0.,nk=1..,p):

k k k k _
cij + rl-jfj:k(xj ) = u;, x5 =0,
k k k k
Cij + T'Uf]"k(xj ) = U,i,xij > 0
Ponizszy algorytm jest zbiezny do punktu KKT. Dowdd zostanie pomini¢-

ty, gdyz jest analogiczny do dowodoéw zamieszczonych w pracach [Anholcer,
2012; Anholcer, 2015].

Algorytm 1: Algorytm dla stochastycznego uogoélnionego wieloasortymentowego
zagadnienia transportowego.
1. Inicjalizacja. Wyznacz rozwigzanie poczatkowe zgodnie ze wzorem:
xf=0,i=1,..,mj=1.,nk=1.,p,
xfo=afi=1,.,m

Wyznacz sumy przywozow do poszczegdlnych odbiorcow:

n

k - _
xk = Zai J =0,

i=1
0,j #0.
Wyznacz poczatkowe wartosci pochodnych czastkowych:
hfj = cl-kj +ri’jf]-’,k(0),i =1..mj=1.,nk=1,.,p,
hiox =0,i=1,....,mk=1,..,p.

Przejdz do kroku 2.
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2. Sprawdzanie optymalnosci. Dla kazdej pary i, k wyznacz:
v{‘ = min{hfjlj =0, ...,n},

k

w; = max{hmj =0,..,1,x5, > 0},

w; = max{wf|k = 1, ..., p}.

Niech k*(i) bedzie indeksem £, dla ktérego Wik*(i) = w;. Niech j** (i) bedzie
indeksem j, dla ktorego hi.(j*(l) = vzc @

ktérego hf].*(i) — vf*(i) = w; Oblicz

i niech j*(i) bedzie indeksem j, dla

a = max{w;|i =1,..,m}.

Niech i* bedzie indeksem i, dla ktorego w; = a. Jezeli a < €, to STOP.

Otrzymane rozwigzanie zadowalajgco blisko optimum. W przeciwnym przy-

padku przyjmij j** = j**(i*), j* = j*(i*), k* = k*(i*). Przejdz do kroku 3.
3. Zmiana rozwigzania.

Niech

8™ = flow () = flue (6 = 2),
§FA) = fowger (xfie + 2) = fonper (xf52).
Niech A* bedzie rozwigzaniem rownania
18 () + 18T () = we.

Jezeli A* > xik:]-*, podstaw

A= x{i

ik .

J

Zmien rozwigzanie zgodnie ze wzorami:

k* . k¥ *
xi*j* = xi*j* —_ A )

xik* PRI xik*j** + A*,

]
k* _ k¥ k*
xj* = x]* —Ti*j*l*,
* * *
x]li* = x]li* + rilfj**/l*.
Podstaw
k ._ 1k k o— P —
hl]* o— hl]* —TU*(S (/1*),1 - 1, ...,m,k _ 1, ...,p
oraz

k ._ pk k *\ ;o —
hij** o hl'j** + T'l-j**6+(/1 ),l - 1, ...,m,h - 1, ...,p.
Wré¢ do kroku 2.
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3. Eksperymenty obliczeniowe

W celu zbadania sprawnosci algorytmu, rozwiazano pewna liczbe losowo
wygenerowanych zadan testowych. Rozpatrywano dwa typy rozktadéw popytu:
jednostajny U (0, u) i wyktadniczy Exp(A), przy czym u i A losowano jednostaj-
nie z przedziatow odpowiednio [15,20) i [0,5,0,6). Jednostkowe koszty trans-
portu byly losowane jednostajnie z przedziatu [2,4), koszty nadmiaru z przedzialu
[1,2), koszty niedoboru z przedziatu [5,10), wspotczynniki redukcji z przedziatu
[0,8,0,9), a wielko$ci podazy z przedziatu [10,20). W przypadku zadan z roz-
ktadem jednostajnym, optymalna dtugos¢ kroku wyznaczana byta w sposob do-
ktadny (réwnanie pozwalajace wyznaczy¢ dtugos¢ kroku jest wowczas rowna-
niem kwadratowym), za§ w przypadku rozktadu wyktadniczego — za pomoca
jednowymiarowej metody Newtona. Algorytm zostal zaimplementowany w Java
SE i uruchomiony na PC z procesorem Intel(R) Core(TM) i7-2670 QM CPU
@2.20 GHz. Wybrano i rozwigzano po 1000 losowo wygenerowanych zadan
o rozmiarach: (m,n,p) = (10, 10,5), (10, 20,5), (100,100,10), (100,200,10),
czyli tacznie 8000 zadan. Czasy rozwigzywania w milisekundach (AVG — $redni,
DEV — odchylenie standardowe, MIN — najkrotszy, MAX — najdtuzszy) przed-
stawiono w tabeli 1.

Tabela 1. Wyniki eksperymentoéw (czasy rozwigzywania w milisekundach)

Typ zadania U0, u) | U0, u) U(0, u) U(0, u) Exp(A) | Exp(A) Exp(4) Exp(4)
10x5x10 | 10x5x20 | 100x10x100 | 100x10x200 | 10x5x10 | 10x5x20 | 100x10x100 | 100x10x200
AVG 0,678 3,902 | 2667,133| 37344,552 9,593 | 32,014| 18171,425| 84271,195
DEV 1,793 | 11,923 | 2678,549| 24206,693 | 40,401 | 190,844 | 19747,728 | 61027,151
MIN 0,068 0,423 291,907 | 4218,134 0,513 2,322 1546,08 | 12394,305
MAX 30,387 | 154,461 | 22816,568 | 191395,155| 861,289 | 5019,121 | 167272,196 | 475414,130

Zrodto: Opracowanie whasne.

Jak wida¢, algorytm szybko (w czasie co najwyzej kilku minut) rozwigzuje
zadania o stosunkowo duzych rozmiarach. W przypadku najmniejszych testowa-
nych zadan czas rozwigzywania jest rzgdu kilku milisekund.

Podsumowanie

W pracy omowiono stochastyczne uogdlnione wieloasortymentowe zagad-
nienie rozdzialu z cigglym rozkladem popytu i przedstawiono efektywny algorytm
jego rozwigzywania. Warto zauwazy¢, ze dziatanie zaprezentowanego algorytmu
nie jest rownowazne p-krotnemu uruchomieniu metody wyroéwnan dla SGTP,
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opisanej w [Anholcer, 2012; Anholcer, 2015]. Wprawdzie ustalenie wartosci k
sprawia, ze problem przyjmuje wlasnie t¢ forme, wiec rozwigzanie optymalne
(doktadne) problemu SGMTP jest sumg rozwigzan optymalnych (doktadnych)
p problemoéw typu SGTP. Jednak ze wzgledu na to, ze kazdy z powyzszych pro-
blemoéw rozwigzywany jest tylko z pewna doktadnos$cia, zastosowanie przedsta-
wionej wyzej metody pozwala osiggnaé szybszg zbieznosc.
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ALGORITHM FOR STOCHASTIC GENERALIZED MULTICOMMODITY
TRANSPORTATION PROBLEM

Summary: In the multicommodity transportation problem the goal is to optimize the
transport of several (at least two) goods from suppliers to destination points. In the stochas-
tic version of the problem the demands of customers for individual goods are random
variables, and the goal is to minimize the total costs of transportation together with the
expected additional costs, depending on the difference between the supply size and the
particular realization of the demand. In the generalized version of the problem we assume,
moreover, that the amount of transported goods change during the transportation process.
The model of the problem and the solution method have been presented in the paper.

Keywords: Generalized Transportation Problem, Stochastic Transportation Problem,
Multicommodity Transportation Problem, Equalization Method.



