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OPTYMALNY MOMENT TRANSAKCJI
ZAMIANY AKCJI W MODELACH
W CZASIE CIAGLYM I DYSKRETNYM

Streszczenie: W niniejszym artykule rozpatrzone zostalo zadanie wyznaczenia optymal-
nego momentu sprzedazy jednej akcji (typu akcji) i zakupienia innej akcji. W modelu
Blacka-Mertona-Schoelsa (w czasie ciagglym), a takze w szczegdlnym przypadku w mode-
lu Coxa-Rossa-Rubinsteina (dyskretny czas), zadanie to sprowadzone zostato do wyzna-
czenia optymalnego momentu dla sprzedazy akcji. Analiza dotyczy uzasadnienia wyboru
optymalnego momentu sprzedazy jednej akcji i zakupu innej zgodnie ze strategia buy
and hold.

Stowa Kkluczowe: optymalny moment zatrzymania, moment opuszczenia trywialnego
kroku, trader.

JEL Classification: C41.

Wprowadzenie

W modelu Blacka-Mertona Schoelsa (B-M-Sch) i innych pracach [Gahungu
i Smeers, 2011; Hu i Oksendal, 1998] rozpatruje si¢ zadanie poszukiwania op-
tymalnego momentu w przedziale czasu [0, T] dla jednoczesnego wykonania
nastgpujacych operacji: sprzedazy akcji spotek 1, 2,..., n i zakupienia akcji spo-
tek o numerach (n+1), ..., (n+m). Wyznaczenie takiego momentu T, przy przyje-
tych zalozeniach, bedzie celem prowadzonych w artykule rozwazan.

W modelu B-M-Sch przyjmuje si¢, ze zmiana ceny kazdej akcji odpowiada
geometrycznemu ruchowi Browna:

— . it+oi'B;
Pi,t — Pi,O eMi i'bit
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gdzie P;; — cena akcji spotki o numerze i, ktore trader chce odsprzeda¢ lub ku-
pi¢ (ustalona liczba akcji), w momencie ¢ (stala przy ¢ = 0),

Ui, 0; — pewne state,

B, — wienerowski proces z numerem i , przy czym procesy wienerowskie B;;
moga by¢ ze soba skorelowane, a doktadniej kazdy z nich wazony stalg ¢ mozna
wyrazi¢ jako kombinacj¢ liniowg wienerowskich procesow Wi, i = 1,...,n + m:

o Wit =kix Wi+ +kinem Wnieme

gdzie wienerowskie procesy W; sa parami niezalezne.

Prowadzi to do stwierdzenia, ze uwazajac za optymalny taki moment, kiedy
zysk od wskazanych wyzej operacji jest maksymalny (lub minimalny), przy
uwzglednieniu dyskontowania w czasie, zadanie wyznaczenia optymalnego
momentu sprzedazy jednej akcji (typu akcji) i zakupienia innej akcji mozna
sformutowa¢ nastepujaco:

V= SUPo<z<T p.n. E(e_”(Z?zl Pi,r - ?:tﬁ1 Pi.r)) ) (1)
gdzie:

T — moment zatrzymania transakcji,

r — stopa dyskontowania,

P; . — cena akcji spotki z numerem i, ktorg frader moze sprzeda¢ lub kupi¢

W momencie T.

Postawione w ten sposob zadanie prowadzi do interpretacji, ze konieczne
jest sprzedanie i nabycie ustalonej ilosci jednostek akcji kazdej ze spotek. Na
rynku akcji moze to by¢ aktualne, jesli dla duzego inwestora istotne jest rozpo-
rzadza¢ okreslonym progowym pakietem akcji, np. kontrolnym (50% i jedna
akcja). W takim przypadku jednak nieprawdopodobne jest kupno lub odsprzedaz
wszystkich akcji po cenie rynkowej w momencie zlecenia takiej transakcji
(W momencie zamiany ).

Inng nieczesta sytuacje spotykamy w praktyce, gdy kapital tradera jest
niewielki w poréwnaniu z ceng akcji 1 przy zwykltych wahaniach ceny wie on
doktadnie, jaka ilo$¢ akcji powinien koniecznie kupi¢ lub sprzedac.

W dalszych wywodach zatozono, ze kapitat tradera spetnia nastgpujace
dwa warunki:

1. Kapital tradera jest o pewien rzad wielko$ci wigkszy niz cena akcji. Wtedy
ilos¢ akcji (bo moze by¢ to tylko czes$¢ pakietu akcji) sprzedawang lub odku-
powang przez tradera mozna uwazac za racjonalng i btad takiego modelu be-
dzie niewielki.

2. Kapitat tradera nie jest az tak duzy, aby zrealizowanie transakcji rownej jego
wartoséci po cenie rynkowej (lub z nieznacznymi odchyleniami od tej ceny)
byto niemozliwe. Bez tego zalozenia wyznaczenie optymalnego momentu na
podstawie modelu zmian cen w zwyktych rynkowych warunkach byloby bez
znaczenia (bo kupowalby po kazdej cenie).
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1. Wybor momentu optymalnego wykonania transakcji
zamiany akcji

Przy wyzej wymienionych warunkach mozliwy jest wybor momentu dla
sprzedazy jednych akcji i odkupienia innych w przypadkun =1, m= 1.

Z zalozenia wynika, ze w zerowym momencie trader dysponuje akcjami
spotki / i w przedziale czasu [0,T] moze sprzedac te akcje oraz odkupic¢ akcje
spotki 2. Nalezy zauwazy¢, ze naturalne jest przeznaczenie na akcje spotki 2
wszystkich srodkow uzyskanych ze sprzedazy (jest to mozliwe i wynika z zato-
zenia (1)), a nie dokonanie wczesniej zakupu ustalonej liczby akcji, poniewaz
zwykle akcje nie s3 celem samym w sobie, a tylko instrumentem zainwestowa-
nia §rodkéw pienigznych. Zatem istotne jest okreslenie dla takiej sytuacji opty-
malnego momentu.

Nalezy przyjac, ze trader dazy do maksymalizacji w swoim portfelu liczby
akcji spotki 2 na moment 7, lub, co jest tym samym, na moment zakupu tych
akcji. Na przyktad, wlasnie liczba akcji moze by¢ wazna, jesli po momencie T
bedzie wyptacana dywidenda. Wtedy mamy nastgpujace zadanie optymalnego
zatrzymania inwestycji

P. . . — . .
V = supgg<esr pn. E (i) = SUPo<7<T p.n. E(et T+01 By~ (12 T4y BZ'T)) 2)

Rozszerzajgc, analogicznie do zadania ze sprzedaza akcji jednej spotki [Shi-
ryaev, Xu i Zhou, 2008], interesujace i w praktyce istotne jest zadanie maksyma-
lizacji w $redniej liczby akcji nie jako takiej (per se), a wzgledem absolutnego
maksimum w catym przedziale [0, 7] (ktora zostanie poznana ex post, tzn. tylko
po zakonczeniu tego przedziatu czasowego). Wtedy zadanie optymalnego za-
trzymania przyjmie postac:

Py1/Pyy
V =sup E———F—=
ostsTpn. SUp Pi¢/Pay
0<t<T p.n.

1 T+01Byr—(Up T+02'Bpr)—Sup (fyt+01-By c—(Up t+02'Bay))

= SUPp<7<T pn. E(e ost=T pn. ) (3)

2. Ré6wnowaznos$¢ procesu stosunku cen dwoch akcji
Z procesem zmiany ceny pewnej jednej akcji

W obecnie rozwazanym problemie bedzie pokazane, ze zadania (2), (3) i wiele
innych, ktore dla pewnych celow odnosza si¢ do stosunku cen dwoch akgji,
mozna sprowadzi¢ do zadan operujacych cena tylko jednej akcji. Wykazanie
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tego [Worobiew, 2013] jest waznym elementem analizy w wycenie cen akcji
i sprowadza si¢ do utozsamiania ceny akcji, wyrazonej w jednostkach innej ak-
cji, z tym samym procesem losowym, co cena akcji, wyrazona w pieni¢znych
jednostkach. Jest to w roéznych analizach catkiem naturalne i wygodne, m.in.
w interpretacji wynikow.

W doktadniejszym wyrazeniu tego zwiazku oznacza to, ze stosunek cen
dwoch akcji jest rOwnowazny procesowi opisujagcemu zmiang ceny pewnej innej
akcji.

W formule procesowej bedzie wyrazato to rownanie:

(eullt-HTl.Bl't_(”z't+02.82't))te[0,oo) = (e#'t’+Btl) £/ €[0,00) (4)

gdzie B; — proces Wienera, t' = ((k1,1 - kz,l)z + (k1,2 - kz,z)z) t,u=
— Hi—H2
((k1,1—k2,1)2+(k1,2—kz,z)z) ‘

Przekonujace wyprowadzenie ceny ,,tej” pewnej akcji, wyrazonej po prawej
stronie rownania (4), wynika ze stwierdzenia, ze proces:

Ay =01 By — 0y By

jest iloczynem stalej i procesu Wienera.

Zaréwno warto$¢ oczekiwana, jak i moment centralny rzedu drugiego od-
powiadajg zatozeniom procesu Wienera:

5(01 "By — 0, 'Bz,t) =0,
2
E(U1 "Bir— 03 'BZ,t) = E(k1,1 Wit —kip Wy — (koq"Wip — ko
2 2 2
Wy») =E ((k1,1 —kp1) Wi+ (kip —kap) Wz,t) = ((k1,1 —kyq) +
2
+ (k1,2 - kz,z) ) t,

poniewaz W, + i W, sa niezalezne i E(Wy - W, ;) = 0.

Wynika to ze wspomnianej we wstepie wiasnosci, ze wienerowskie procesy
mogg by¢ skorelowane migdzy sobg i wyrazone w postaci liniowej kombinacji
parami niezaleznych procesow Wienera.

Takze, co jest oczywiste, przyrosty procesu (A¢)tefo.«) 53 niezalezne, a za-

tem mozna to zapisa¢ zgodnie z notacjg procesow Wienera:
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(A tefo.00) = <\/(k1,1 - k2,1)2 + (k12 — kz,z)2 ' Bt) =

t€[0.00)
—law B
( ((kl.l—kz.o%(kl.z—kz.zf)-t)te[o.m)’
gdzie B; — proces Wienera.
Zatem stosunek cen akcji mozna wyrazi¢ jako ceng ,,pewnej” akcji z okre-
$lonymi parametrami y oraz o:

(eli1't+<71'31,t—(#z't+<72

( (H1-pz) -f+01'31,t—(#2't+3(
e

B20) tef0,00) =

(kl,l—kz,l)z+(k1.z—kz.2)2)'t))
te[0,0)

= (""" refom)

gdZie t'= ((kl’l - kz'l)z + (k1,2 - kz’z)z) Rl ((kl 1—k2 1‘;;;[(1;124(2 2)2) ’

co potwierdza zaleznosci sformutowane w relacji (4) oraz teze¢, ze stosunek cen

dwoch akcji jest rownowazny procesowi opisujgcemu zmiang ceny pewnej innej
akcji.

Powyzszy wywod dookresla znane rezultaty dla zadan z jedng akcja, bedace
analogonem zadan (2) i (3) [Yam, Yung i Zhou, 2012]. Daja one poszukiwany
moment zatrzymania inwestycji w celu dokonania transakcji w zaleznosci od
wielkosci u. Zatem moga by¢ te rezultaty przeniesione na zadania (2), (3), z po-
szukiwanym momentem zatrzymania zaleznym od wielkosci:

H1— U2
((k1,1 - k2,1)2 + (kl,z - kz,z)z)

Wyniki zaprezentowane w aspekcie poszukiwania optymalnego momentu

zatrzymania inwestycji w celu wymiany akcji w portfelu znajduja tu interesujacy
kontekst teoretyczny i aspekt zastosowan, tym bardziej ze potwierdzaja rezultaty
znane z literatury, otrzymane dla jedne;j tylko akcji. Oparcie si¢ na modelu zmiany
ceny, przebiegajacym wedlug procesu geometrycznego ruchu Browna, opisane-
go w modelu Blacka-Mertona-Schoelsa, nie jest jedynym mozliwym ujeciem
zagadnienia wyznaczenia optymalnego momentu sprzedazy jednej akcji i kupna
drugiej. Ponadto w tym przypadku zmiany cen akcji modelowane sg w czasie
cigglym. Niekiedy bardziej uzasadnione jest modelowanie uwzgledniajace dys-
kretne zmiany czasu. Tak jest w wielu modelach, a w szczegdélnosci w modelu
Coxa-Rossa-Rubinsteina. Krotka charakterystyke wyznaczenia momentu za-
trzymania w tym przypadku przedstawiono w nastepnej czgsci artykutu.
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3. Optymalny moment dekompozycji inwestycji w modelu
Coxa-Rossa-Rubinsteina

Problem sformutowany w rozdziale 1, dotyczacy wyznaczania optymalnego
momentu zmiany sktadu portfela, analogiczny do zadan (2) i (3), w ktorym dla
zadan jednej akcji rowniez sa rézne rezultaty, mozna rozwazy¢ w modelu for-
malnie bardziej zaawansowanym, jakim jest model C-R-R. Wprowadzenie
w wykladniku expotencjalnej ceny akcji z modelu B-M-S, zamiast procesu ru-
chu Browna procesu btadzenia losowego, prowadzi do modelu z dyskretnym
czasem, nazywanego modelem Coxa-Rossa-Rubinsteina (C-R-R). Mowi sie
wtedy o tzw. rynku C-R-R i wykazuje, ze jesli rynek ten jest wolny od arbitrazu,
to jest zupely [Szkutnik, 2012].

W modelu C-R-R przyjeto, ze:

P = Py - exp(Sik),
Sio=0Si) Xiz +-+Xip), P(Xij=a;) =p; , P(X;j=—a;))=1—p;,

gdzie:

X; . ,X; . saniezaleznymi zmiennymi losowymi przy j; # j», ktore moga by¢

l1,j1" *i2,jp
zalezne przy j; = j,,
a; >0, p; € [0,1] — sa pewnymi statymi.

Przede wszystkim zauwazy¢ mozna, ze dla stosunku cen dwoch akcji nie
otrzymuje si¢ tutaj wyniku analogicznego do wyniku procesowego (4). Bowiem
otrzymujemy:

Puk _ MeSLk—SZ,k — Pio, (e(X1,1_X2,1)+--.+(X1‘k—X2,k)) ,
Pak  P2o P20
a; +a,p1— P+s
a; —Qaz,P++
—a; +az,1+ pyy—p1 — P2

—a; —az,P1 — P++

natomiast p,, = P(Xl,j =ay, Xpj = az).

gdZie Xl,j - Xz']' =

Proces ten sktada si¢ juz z 4 wariantow krokow: 2 rozne kroki w gore i 2 rowne
im wzgledem absolutnych wartosci — w dot. Dlatego nie mozna natychmiast
przenie$¢ wynikow, znanych dla zadan z jedng akcja w ramach danego modelu,
na odpowiednie zadania ze stosunkiem cen dwoch akcji.

Mozna jednak wykazaé, ze pewne wyniki przenosza si¢. Dotyczy to przy-
padku a; = a, [Worobiew, 2013], tzn. wtedy, gdy losowe btadzenie cen dwoch
akcji ma jednakowe kroki i proces, rowny ich roznicy, w kazdym momencie
kieruje si¢ do gory lub do dotu albo pozostaje na miejscu.
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3.1. Optymalne zatrzymanie inwestycji w procesie C-R-R

Dla wprowadzenia w zagadnienie okreslenia momentu zatrzymania inwe-
stycji dla celdéw zamiany akcji niezbgdne jest wprowadzenie pewnych okreslen
formalnych i zatozen.

Niech S, -losowe btadzenie, w ktorym kazdy krok moze z niezerowym
prawdopodobienstwem przyja¢ zerowe wartosci. Ponadto niech dana jest para
(t(w), w) gdzie w — pewna trajektoria procesu Sy na pewnym przedziale [0, N],
pozostajaca w miejscu w kroku m (ten krok rowny jest zero), a T(w) — wartos¢
pewnego momentu zatrzymania procesu na tej trajektorii.

Nastepujace dwa pojecia: ,,opuszczenie trywialnego kroku” i ,,niezmienni-
cza funkcja wzgledem trywialnego kroku” beda czesto pomocne przy okresleniu
momentu zatrzymania inwestycji.

Opuszczenie trywialnego kroku

Opuszczenie trywialnego kroku m oznacza takie przeksztalcenie pary
(t(w), w), przy ktorym krok m ucina si¢, momenty m — 1 i m tacza si¢ wespot,
w przechodzi w trajektori¢ w’ procesu Sy na przedziale [0, N-1], a T(w) prze-
chodzi w moment zatrzymania 7’ (w"):

L T(w),jesli T(w) < m;
'(w") = .
T(w) — 1,jedli t(w) = m.

Ponadto przyjmiemy oznaczenia warto$ci procesu S, w pewnym momencie k
na trajektorii @ bedziemy oznacza¢ wy. Wtedy, co jest oczywiste, w;, = w;.
Prawdopodobienstwo otrzymania trajektorii w’ otrzymuje si¢ w wyniku podziele-
nia wyjsciowego prawdopodobienstwa w tego, ze proces S;, pozostanie w migjscu
w kroku m:

P(w)

REe)

Niezmienniczo$¢ wzgledem opuszczenia trywialnego kroku

Funkcje f (7, w), okreslona na parze (7, w) dla dowolnego przedziatu [0,N]
nazywa si¢ niezmienniczg wzgledem opuszczenia trywialnego kroku, jesli

frw) = f(T', o).
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3.2. Moment zatrzymania inwestycji dwu akcyjnej

Przechodzac do okreslenia momentu zatrzymania inwestycji dla celow za-
miany akcji, wprowadzono jeszcze dodatkowe zalozenia.
Niech S = X1 + -+ Xi, Sy = X1 + -+ X,

gdzie:
_ a,p
%j _{—a,q =1-p
a, p'
X/ ={01-p'
_a q’
przy czym:
p_p
9 q

Zadanie optymalnego zatrzymania ma postac:
V = supo<r<r pn. Ef (T, (Sk)k=1..n> Q)

przy czym wiadomo, ze f funkcja niezmiennicza wzgledem opuszczenia trywial-
nego kroku i wiadomo, Ze jednym z optymalnych momentéw (jedynym opty-
malnym momentem) jest albo moment t* = 0,p.n. dla kazdego N, albo
¥ = N, p.n. dla kazdego N.

Wykazuje sie¢ [Worobiew, 2013], ze przy przyjetych zatozeniach zadanie (5)
jednym z optymalnych momentéw zakonczenia procesu inwestycji (lub jedynym
optymalnym momentem) jest proces Sj, z doktadnoscig do statej, co nie zmienia
momentu zatrzymania.

Strategia inwestycyjna buy and hold okazuje si¢ wlasciwa (w dluzszej per-
spektywie przyjmowana jako dajaca pozytywna stope zwrotu) w przeciwien-
stwie do strategii ,.kupuj i sprzedawaj” odpowiednio do koncepcji wejscia na
rynek w momencie upadku i wyjscia, czyli zamiany lub catkowitej sprzedazy
w momencie wzrostow. Wyczucie rynku czesto zawodzi, dlatego korzystniej
stosowac strategi¢ ,.kup i trzymaj”.

Podsumowanie

Wyniki analizy przeprowadzonej w artykule, szczegdlnie na podstawie mo-
delu C-R-R wskazuja, ze dla T = 0 lub T = N, prawie na pewno (z prawdopo-
dobienstwem 1), znane dla zadan z jedna akcja dla losowego btadzenia w postaci
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Sy (krok w gore lub w dot) i dla funkcji niezmienniczych wzgledem opuszczenia
kroku trywialnego [ Yam, Yung i Zhou, 2012] moga by¢ przeniesione na przypa-
dek procesu Sy, (krok w gore, w dot lub pozostanie w miejscu, co odpowiada
regule buy and hold. Zatem strategia ta moze by¢ przeniesiona na przypadek
dwoch typow akeji, kiedy losowe btadzenie tych akcji maja jednakowy krok.

Przeprowadzone analizy moga by¢ relatywnie tatwo zweryfikowane empi-
rycznie. Wymaga to przeprowadzenia symulacji dla danych wygenerowanych
przy spelieniu przyjmowanych w rozwazaniach zatozen lub sprawdzone na
przyktadzie empirycznych notowan wybranych akcji z zachowaniem wymogow
stawianych w modelu C-R-R.
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THE OPTIMAL TIME FOR EXCHANGE OF SHARES DURING SALE
AND PURCHASE OF SHARES

Summary: It will be considered task of determining the optimal timing of sales per share
(such as shares) and purchase another share. In the Black-Merton-Schoels (in continuous
time), as well as in the particular case of the model of Cox-Ross-Rubinstein (discrete time),
the task is reduced to determine the optimal timing for the sale of shares).

Keywords: optimal stopping moment, the optimal time for stopping, trader.





